Soluzione «scolastica» della Prova di matematica

per il liceo scientifico - PNI

Cristina Agazzi, Patrizia Marastoni

a prova di quest’anno era complessivamente affrontabile

da uno studente di livello medio.La cosa che si notava

subito con estrema evidenza era l'assenza di uno
studio di funzione completo, cosa che certamente ha spiazzato
i ragazzi, ma che pone molti interrogativi anche agli insegnanti,
in quanto si tratta dell'argomento fondamentale dell'ultimo
anno di corso e che & presente tra le righe di tutti i temi d’esame
degli anni precedenti.Ci chiediamo quindi se sia stata una scel-
ta casuale o invece dettata da precise motivazioni e basata su
una meditata linea educativa: quale?
Il primo problema era certamente molto intelligente, elegante,
originale e apprezzabile da parte di un insegnante, ma richie-
deva fin dall'inizio delle competenze di alto livello e soprattutto
grande familiarita, sciolta dimestichezza e meditata padronanza
di concetti appresi solo nella seconda parte dell’'ultimo anno.
Secondo noi invece un problema d’esame dovrebbe partire
con richieste che possano esser e affrontate da tutti gli
studenti in possesso dei requisiti minimi, per poi aumentare
gradatamente il grado di difficolta e profondita nei punti suc-
cessivi. In tal modo si riuscirebbe ad evitare che uno studente
o risolva tutto il problema o non riesca neppure a iniziarlo (si-
tuazione demoralizzante per lo studente e problematica da
valutare per il docente) e si potrebbero mettere in luce e dif-
ferenziare i vari livelli di preparazione, di possesso consapevole
delle competenze e di autonomia presenti nella classe.
Il secondo problema era di livello medio e piu vicino a quanto
normalmente affrontato dai ragazzi.
Non e perd chiaro perché non sia stato richiesto il calcolo dei
volumi, ottenibile con integrali non complessi, ma soprattutto
é di difficile interpretazione la frase: «si scrivano, spiegandone
il perché, gli integrali definiti che forniscono i volumi» (anche for-
malmente & ambiguo il suffisso «ne» di «spiegandone»:a cosa
siriferisce?).Qual era la spiegazione richiesta? Quella generale
dei volumi dei solidi di rotazione o quella legata alla figura in
questione? E fino a che livello di approfondimento e precisione
bisognava arrivare nella spiegazione? Ci si puo chiedere se la
linea di tendenza sia quella di evitare calcoli macchinosi, e que-
sto ci trova concordi,ma sembra invece smentita dal quesito
10 e soprattutto dalla prova dello scorso anno.
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Per quanto riguarda i quesiti, molto positivo e che spazino su
argomenti diversi e che alcuni ripropongano questioni fon-
damentali affrontate durante I'anno o problemi «classici» visti
sicuramente nel quinquennio o che qualcuno sia simile ad
altri assegnati in maturita precedenti (non dimentichiamo in-
fatti chela pr ova di matematica € molto ardua perun
ragazzo di livello medio, perché richiede conoscenze e com-
petenze relative a tutti gli argomenti dei 5 anni!)

Questo e essenziale, perché I'Esame deve valorizzare non solo
le eccellenze, ma anche chi possiede i requisiti di base e si &
impegnato costantemente in tutto il percorso di studio.
L'unico appunto che ci sentiamo di fare ai quesiti & che non
sempre é chiaro dalle richieste quando la risoluzione & da con-
siderarsi completa, in quanto in alcuni casi viene esplicitamente
richiesto di fornire motivazioni e spiegazioni e in altri ng per
cui,attenendosi strettamente al testo, sembrerebbero non ne-
cessarie, mentre nella logica di una prova d’Esame secondo
noi sono sempre indispensabili.

Risoluzione del problema 1
Diamo una traccia della soluzione del primo problema lascian-
do la suddivisione per punti presente nel testo.

1) Osservandoil grafico della derivata primay=f(x) si possono
rilevare gli intervalli di crescenza e decrescenza della f'stessa e
da cio dedurre la concavita e convessita della funzione y = f(x).
Conoscendo la monotonia di f'(x) ed essendo la derivata se-
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conda la derivata della derivata prima si pud concludere che
dove f’cresce allora f“> 0, dove fdecresce f“<0

Monotonia di f(x)
Segno di f“(x) . in P B T

Concavita della funzione f(x) ! L 5

La funzione presenta un flesso nel punto di ascissa x=2 e poiché

f(2) =0 si puo dire che é un flesso a tangente orizzontale.
La funzione presenta un ulteriore flesso nel punto di ascissa
x=4 e poiché f(4) =-2 si puo dire che € un flesso a tangente
obliqua con coefficiente angolare m=-2.

2)Dal grafico della derivata prima y = f(x) si ne ricava imme-
diatamente il segno e dal segno della derivata si deduce la cre-
scenza e decrescenza della funzione y=f{x) (mediante il criterio
di monotonia per le funzioni derivabili).

TRACCIA MINISTERIALE

Problema 1
Della funzione f, definita per }
0= x <6,sisache e dotata ,.'Ir
di derivata prima e seconda .-".

e che il grafico della sua de- j_,-«\ J.-"'
%

rivata f '(x), disegnato a lato,

presenta due tangenti oriz- / :

zontaliperx=2ex=4. ] L

Sisa anche chef(0) = 9,f(3) -

=6ef(5)=3.

1. Si trovino le ascisse dei punti di flesso di f motivando le risposte
in modo esauriente.

2.Per quale valore dix la funzione f presenta il suo minimo assoluto?

Sapendo che E{'q,m =5

per quale valore di x la funzione f presenta il suo massimo assoluto?
3.Sulla base delle informazioni note, quale andamento potrebbe avere
il grafico di f?
4.Sia g la funzione definita da g(x) = x f (x). Si trovino le equazioni delle
rette tangenti ai grafici di fe di g nei rispettivi punti di ascissax =
3 e si determini la misura, in gradi e primi sessagesimali, dell'angolo
acuto che esse formano.

Problema 2
Siano f e g le funzioni definite da f (x) =e*e g(x) = In x.
1. Fissato un riferimento cartesiano Oxy, si disegnino i grafici di f e

di g e si calcoli I'area della regione R che essi delimitano tra
1

x= _ e x=1

2.Laregione R, ruotando attorno all’asse x, generail solido S e ruo-
tando attorno all'asse y, il solido T.Si scrivano, spiegandone il perché,
ma senza calcolarli, gli integrali definiti che forniscono i volumi di
SediT.

3. Fissato xp > 0, si considerino le rette r e s tangenti ai grafici di fe
di g nei rispettivi punti di ascissax.Si dimostri che esiste un solo
xp peril quale r e s sono pamllele.Di tale valore X si calcoli un’ap-
prossimazione arrotondata ai centesimi.

4. Sia h(x) = f(x) — g(x). Per quali valori di x la funzione h(x) presenta,

nell'intervallo chiuso = <x <1 il minimo e il massimo assoluti?
2

Siillustri il ragionamento seguito.

Questionario

1.Si calcoli o 2 =3
111 -

r—afl” K

2.Unamoneta da 1 euro (il suo diametro & 23,25 mm) viene lanciata
su un pavimento ricoperto con mattonelle esagonali (regolari) di
lato 10 cm.Quale € la probabilita che la moneta vada a finire inter-
namente ad una mattonella (cioé non tagli i lati degli esagoni)?

3.Sia f (x) = 3x . Per quale valore di x, approssimato a meno di 103,
la pendenza della retta tangente alla curva nel punto (x, f (x)) &€ ugua-
lea1?

4.L'insieme dei numeri naturali e I'insieme dei numeri razionali sono
insiemi equipotenti? Si giustifichi la risposta.

5.Siano dati nello spazio n punti Py, P, P5,....Pn.Quanti sono i segmenti
che li congiungono a due a due? Quanti i triangoli che hanno per
vertici questi punti (supposto che nessuna terna sia allineata)? Quanti
i tetraedri (supposto che nessuna quaterna sia complanare)?

6.Si dimostri che la curva di equazione y =X’ + ax + b ha uno ed un
solo punto di flesso rispetto a cui & simmetrica.

7.E' dato un tetraedro regolare di spigolo / e altezza h. Si determini
I'ampiezza dell’angolo a formato da / e da h.

8. Un'azienda industriale possiede tre stabilimenti (A, B e C).Nello sta-
bilimento A si produce la meta dei pezzi, e di questi il 10% sono
difettosi.Nello stabilimento B si produce un terzo dei pezzi,e il 7%
sono difettosi.Nello stabilimento C si producono i pezzi rimanenti,
e il 5% sono difettosi.Sapendo che un pezzo e difettoso, con quale
probabilita esso proviene dallo stabilimento A?

9.1l problema di Erone (matematico alessandrino vissuto probabil-
mente nella seconda meta del | secolo d.C.) consiste, assegnati nel
piano due punti A e B situati dalla stessa parte rispetto ad un retta
r,nel determinare il cammino minimo che congiunge A con B toc-
cando r.Si risolva il problema nel modo che si preferisce.

10. Si provi che fra tutti i coni circolari retti circoscritti ad una sfera
diraggio r,quello di minima area laterale ha il vertice che dista
r 2 dalla superficie sferica.
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Segno di f'(x) z

Monotonia =,

i

della funzione f(x) R

x.H _.H"f

decrscy ETUET

La funzione presenta un minimo relativo per x=5 ed & anche
minimo assoluto perche f decresce per 0 < x < 5 e cresce per
5<x<6.

Sapendo che

J-l"lllu'.' 5 0™k
si puo ricavare il valore della funzione nel punto di ascissa x=6,
infatti

WET [ #iws] = roba— fiim

I testo del problema fornisce il valore f{0)=9, quindi sostituendo
i valori noti nell'espressione (*) ottengo: f(6)-9=-5—f (6)=4
e poiché, come detto sopra f decresce per 0 < x < 5 e cresce
per 5 < x < 6 confrontando il valore assunto dalla funzione per
x=0 con quello assunto per x=9 si puod concludere che il mas-
simo assoluto della funzione e raggiunto nel punto (0,9).

3) Sintetizzando, quindi, i dati forniti dal testo con quelli dedotti
dallo studio del grafico della derivata prima, possiamo conclu-
dere che la funzione y = f (x) parte dal punto di massimo as-
soluto (0,9) con concavita rivolta verso I'alto e tangente di co-
efficiente angolare m =-3 e decresce presentando un flesso
atangente orizzontale nel punto di ascissa x=2, continua a de-
crescere cambiando la concavita verso il basso finché in x=4
ripresenta un flesso a tangente obliqua di coefficiente m =-2
che riporta la concavita verso l'alto, continua a decrescere sino
al punto (5,3) in cui presenta un minimo assoluto e sempre vol-
gendo la concavita verso l'alto cresce sinoad x=6 dove
assume il valore y=4.1l grafico qualitativo della funzione é del
tipo rappresentato in Figura 1.

Non & possibile, dai dati forniti dal problema, ricavare le ordinate
dei punti di flesso.

4) Posto g(x) = xf (x), per trovare le tangenti ai grafici di f e di
g nei punti di ascissa x=3 troviamo:

1.i coefficienti angolari delle rette, e a tal fine, dal grafico fornito
dal testo del problema ricavo f'(3)=-1.Si calcola poi la de-
rivata di y=g(x). Avendo a che far e con un prodotto
troviamo che g '(x)=f (x)+x - f'(x) e calcolog'(3) =f(3) + 3 -
f'3)=6+3-(-1)=3.

2.le coordinate dei punti sono (3,6) che erano fornito dal testo
e si calcolano quelle dell'altro punto che appartieneay =
gx),g(3)=3-f(3)=18.

Le tangenti ai grafici hanno equazione:
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Figura 1. Andamento qualitativo della funzione y = f(x) del
primo problema.

tgfy=-x-3)+ 6 > y=-x+9
tgg:y=3(x—3)+ 18 > y=3x+9

La misura dell'angolo acuto fra le tangenti

drer o
In matemat quando si co-
nosce il valore della tangente dell'angolo, non si capisce il per-
ché della richiesta della misura dell'angolo in gradi e primi ses-

sagesimali. Si tratta in tal caso di puro calcolo.

Risoluzione del problema 2
1)
Una primitiva di e* & eX, mentre per trovare una primitiva di In

7 T T T . e

Le funzioni date sono note e si puo rilevare dal grafico che nel-

I'intervallo assegnato = si ha cheeAx>In x, per cui l'area

della regione R richiesta si ottiene risolvendo II- 1.
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x bisogna ricorrere all'integrazione per parti, pensando In x
come (1 +Inx).
Dunque

J': Inxdr=xir-[x I.-n': rlnr=xac=mns= 1}

Per cui I'area di R risulta:
- -~ ) 1.1 1 -

|-:||.| 13} =i+ i +—M el Y

In 1"-' i

=
=]
-

2) Questo punto del problema potrebbe essere risolto in pochi
passaggi, ma la cosa «strana» € che nella consegna non viene
richiesto il calcolo degli integrali definiti che fornisconoi volumi,
bensi é richiesta esplicitamente la spiegazione del perché per
calcolare i volumi devono essere usati proprio tali integrali.
Quindi a nostro parere la soluzione corretta richiede una esau-
riente e motivata trattazione che mostri la comprensione del
significato degli integrali usati.Per cui lo svolgimento & neces-
sariamente lungo e articolato. E positivo il fatto che in una prova
d’esame venga privilegiata la comprensione dei concetti ri-
spetto all'applicazione di formule, ma non é facile per uno stu-
dente fornire una spiegazione completa e rigorosa se non &
abituato a farlo.

Nel sequito, per chiarezza e rigore, detta D una generica regione
piana, indicheremo con A(D) I'area di tale regione e detto W
un generico solido,indicheremo con V(W) il volume di tale so-
lido.

Per calcolare V(S),immaginiamo di sezionare il solido S con un
generico piano perpendicolare all'asse x:la sezione S, ottenuta
€ un cerchio avente centro nel punto P(x,0) in cui il piano incontra
I'asse x e raggio e*.L'area della generica sezione & dunque
A5 = xde" ¥ =
[l volume di S si ottiene «<sommando» i volumi degli infiniti ci-
lindretti di altezza Ax e area di base A(S,) al variare x in

I. .1| ,e dato che l'integrale definito & il limite della somma

di infinite quantita infinitesime, ¥(5

j.u.'.' i = [ e

La difficolta nel calcolo del volume di S consisteva nel fatto che,
ruotando R intono all'asse x, la par te disolido ott enuta
ruotando il sottoinsieme R'di R appartenente al primo qua-
drante inglobava anche I'altra parte. Questo poteva creare dub-
bi negli studenti sul motivo per cui il testo chiedesse di far ruo-
tare tutta la regione R quando lo stesso solido si sarebbe ot-
tenuto facendo ruotare solo R'.Si poteva anche essere erro-
neamente indotti a pensare di dover eseguire una mezza ro-
tazione della regione R'e una mezza rotazione di (R-R").

v
’// =Inzx
* "
ViR I’ !'l..e"
o ! %

Per calcolare V(T),immaginiamo di sezionare il solido T con un
generico piano perpendicolare all'asse y:la sezione Ty ediversa
a seconda dell'intervallo in cui varia il punto P(0,y) in cui il piano
incontra l'asse y.

Y a yme"

= T i

& |

= o
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Troviamo le ordinate dei punti P;,P,,P3,P, che sono estremi
dei vari intervalli.

P; il punto diascissa —, appartenenteay=Inx,
I | )

percuiP; | S.lng| "

P, & il punto di ascissa 1 appartenenteay =Inx,

per cui Py |Linlj={Li)

P3¢l punto di ascissa /2 appartenente a y = €%,
i (1
percuiP; - |74 Je |

P, el punto di ascissa 1 appartenenteay = e*,

percui Py ile |

Spostando il generic o piano perpendic olare all’asse y in
modo che sechi il solidoT, la variabile da considerare e lay di
P, quindi per trovare i punti in cui tale piano incontra y = In x

e y =e*bisogna ricavare in entrambi i casi x in funzione diy,

ottenendo rispettivamente x=¢” ex=1Iny.
Prima situazione
Se ¥y E|¥p.¥p . cioé -In2 =y=<0,lasezione T, éuna

corona cnrcolare delimitata internamente dalla arconferenza
dicentro P eraggio #r' ed esernamente dalla circonferenza

di centro P e raggio ##*, essendo P(0,y), i l Pl o)

Sihadunque che pmp ] e ,per cui l'area della
P

coronacircolare & 4T i=rx|e

Il volume della prima parte del solido T € quindi:

I i b I.1I. L;.."n

- a

Seconda situazione

e vl | Veula | ,CiI08 0= psafe,

la sezione Tyé una corona circolare delimitata internamente
dalla circonferenza di centroPeraggio ##' ed esernamente

dalla circonferenza di centro P e raggio =+,

essendo P(0,y), pe :_.- e f

Si ha dunque che e =1, per cuil’area della
T Y e
3} 4

corona circolare &

e il volume della seconda parte del solido T e :
it e s
)= [ AT by = | et

I||'
VAT, 3

In questo intervallo il volume poteva essere trovato anche come
differenza tra i volumi di due cilindri coassiali diraggi 1 e 2
e altezza ¢ .
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Terza situazione
Se VY e= FusFn , cioe i -
corona circolare delimitata inwermarmente dalla circonferenza

, la sezione Ty é una

ed esernamente dalla circonferenza
essendo P(0,y), P'(Iny,y) e P (l,y).
Sihadunqueche Fri=In y e gmpr=1, percuilareadella

dicentroP e raggio &+
di centro P e raggio g,

corona circolare & _ii¥ j=m|t-In’ 4} .
Il volume della terza parte del solido T & ;
V(T )= [ AT b= [ (1=t )b -

Sommando i tre volumi trovati si ottiene il volume di T:

Filb=F (T, o= F T, o |+ T !
3) Fissato x> 0, i punti di tangenza delle rette r e s con

y=Inx sonorispettivamente T e} T

e i coefficienti angolari di tali tangenti sono le derivate delle
rispettive funzioni calcolate nel punto di ascissa xj , cioé

Affinché tali tangenti risultino parallele si deve avere che ;*

Questa equazione non ammette soluzione algebrica, ma

rappresentando le funzioni note f(x) = e*e Si vede

T

chiaramente che tali funzioni hanno un unico punto di

intersezione per x>0: I'ascissa di tale punto & il valore x, cercato.

Per trovare unintervallo da cui par tire perapplicare un
metodo numerico necessario per approssimare x,

possiamo notare che per sihache « «1:> ,cioé

J& =2 edunque f(x) < h(x), mentre per x=1si hachee>1e

dunque f(x) > h(x) .
Per cui, essendo x, I'unico punto in cui f (x) =

hx),

si ha che

Si potrebbe obiettare che la sola osser vazione dei grafici di

y=e‘e non e sufficiente per stabilire I'esistenza e unicita

T
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dix, e che per garantirne I'esistenza bisogna applicare in un

opportuno intervallo chiuso alla funzione ¥ =t iléorema

di esistenza degli zeri, mentre per garantirne I'unicita bisogna

notare che p'=« & sempre positiva, quindi la funzione

& sempre crescente e dunque biunivoca.

Noi ribadiamo che, se all'inizio del problema abbiamo con-
siderato y = e e y = In x come funzioni note e abbiamo ri-
cavato dai grafici le informazioni necessarie per calcolare le
aree e i volumi richiesti, allora anche in questo caso, dobbiamo
considerarey=e* e ¢ ome funzioni note e ricavare

L
dai loro grafici le informazioni richieste.

Consideriamo dunque l'intervallo | _.,1 | e iteriamo il procedi-

mento seguito per individuarlo, applicando il metodo di bi-
sezione (poteva essere usato un qualunque altro metodo nu-
merico, ma quello di bisezione ¢ il piti semplice e visualizzabile
graficamente in modo immediato).

Per aiutarci possiamo completare la seguente tabella in cui
divolta in volta nella riga successiva si rinomina con x; l'ascissa
del primo estremo e con x; 'ascissa del secondo estremo de-
I'intervallo individuato nella riga precedente il procedimento
termina quando x,-x; <0,01.

WiE | T Ii=patiT Tt T

Wik i i i FE. 0

Essendo

iiE <) abbiamo tovato I'approssi-

16

125
mazione richiesta.

4) Sia k(x) = f(x)-g(x) = e* —In x. Per trovare eventuali massimi

e minimi assoluti in

.1 jprima si cercano i massimi e minimi

relativi in tale intervallo e poi si confrontano le ordinate di tali
punti con le ordinate degli estremi dell'intervallo stesso.

Essendo kix= fiyxl ponendo la derivata

airi=e
T

uguale a zero, si ottiene che l'unico possibile estremo
relativo, & il punto x, precedentemente trovato.

Siccome k’(x) > 0 se f'(x) > g'(x), cioé se ,dal grafico

. . L 1
precedente si vede che k’(x) risulta negativain |,

e positiva in [«.1l , dunque k(x) decresce prima di x, e poi
cresce, per cui il punto x,€ un punto di minimo relativo e as-

soluto.

Essendo poi * Je=in 1) = essiricava che il massimo

assoluto si ha per x=1 e vale e.

Soluzione dei quesiti

=1
Quesito 1. Utilizzando il limite notevole  fiff—— Irr
con @ =11 possiamo riscrivere il limite nella forma
- - |
e i
L dr L= "

In

-~ e b

=11

Il primo modo é pili elegante e permette allo studente di mo-
strare molte pil c ompetenze rispetto al secondo perché
deve riconoscere il limite notevole e ricondursi ad esso
tramite un uso consapevole delle proprieta delle potenze.

Quesito 2. Il centro della moneta deve cadere all'interno del-
I'esagono e non deve intersecare i suoilati. Pertanto dobbiamo
considerare I'esagono inscritto in quello dato i cui lati cadono
ad una distanza uguale al raggio della moneta dai lati dell'esa-
gono assegnato come mostrato in figura. La pr obabilita
richiesta e data dal rapporto fra I'area dell’esagono interno e
I'area di quello esterno
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Dal momento che i due poligoni sono simili possiamo scrivere che:
(Area esagono interno): (Area esagono esterno) = k" =i,

Conoscendo la misura del lato dell'esagono L=10cm=100mm
e del diametro della moneta D=23,25mm otteniamo R=rag-
gio=11,625mme

513

/3 .
O = 100~ (essendo OH l'altezza del triangolo

equilatero ABQO), <1k = (55— LA25 jmem

| 505 —1L625)

Dacui r =— L% mm

P ey |
[543
Questarichiesta ricorda il quesito 3 assegnato nella Sessione
Ordinaria del Liceo PNI 2008-2009, solo che allora la moneta
doveva cadere all'interno di una mattonella quadrata. Quest'an-
no la difficolta € aumentata perché per risolverlo sono neces-
sarie competenze geometriche non elementari.

Quesito 3. La pendenza della retta tangente alla curva di equa-
zione y = 3* nel suo punto di ascissa x & data dalla derivata pri-
ma della funzione calc olata in x, cioé m = f(x) =3~ Per
trovare il valore di x per cui la tangente nel punto di ascissa x
ha pendenza 1, bisogna risolvere I'equazione:

¥nk=1 ,cCioe 3
In3

Si ottiene dunque « =, | 1 |- =
In3 Ind

A questo punto si sarebbe potuto banalmente trovare il valore
dix con la calcolatrice e approssimarlo alla terza cifra decimale,
ottenendo x =- 0,086.Secondo noi non ha molto senso in un
quesito d'esame richiedere I'approssimazione solo attraverso
una operazione fatta meccanicamente con la calcolatrice!

A nostro parere per rispondere in modo esauriente era neces-

saria una interpretazione grafica dell’equazione  # ~

I'applicazione di un metodo numerico per approssimarne la
soluzione.
Rappresentando le funzioni:

fix=3" e lxl

si nota subito che I'equazione data ha un'unica soluzione ap-

partenentea | :"'| , percui con un metodo numerico, ad
esempio il metodo di bisezione (vedere soluzione problema

2) si giunge al valore di x con I'approssimazione voluta.

Quesito 4. Questo e secondo noi un quesito assolutamente im-
proponibile in una prova d'esame.Infatti la dimostrazione del-
I'equipotenza di N e Q é specifica,raffinata e particolare.Uno
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studente non ha solitamente dimestichezza con queste que-
stioni e questa dimostrazione forse I'ha incontrata una volta
nel quinquennio, e solitamente nel biennio! Anche I'anno scor-
so c’era un quesito concettualmente simile, quello sulla que-
stione galileiana se i quadrati perfetti fossero tanti quantii nu-
meri naturali, ma poteva essere affrontato semplicemente aven-
do chiaro il concetto di equipotenza e individuando qundi una
«immediata» biiezione n—n? tral'insieme N e il suo sotwin-
sieme costiuito dai quadrati perfetti. Per la soluzione del que-
sito si rimanda a un qualunque libro di testo, ribadendo pero
convintamente l'insensatezza di porlo a uno studente liceale
come parte di un esame che dovrebbe verificare le compe-
tenze, le capacita logiche, I'uso consapevole delle conoscenze
e delle tecniche e non la ripetizione mnemonica delle dimo-
strazioni di ogni minima questione teorica affrontata nei cinque
anni, tranne nel caso in cui la dimostrazione possa essere ri-
costruita dallo studente durante la prova tramite il ragiona-
mento.

Quesito 5. In tutti e tre i casi si tratta di combinazioni semplici
di n oggetti, rispettivamentea2a 2,a3 a3 ea4a4,infattil'or-
dine con cui vengono raggruppati gli oggetti non conta e il
testo fornisce I'informazione essenziale che i 3 punti non sono
allineati e i 4 punti non sono complanari.

Dunque si ottiene: i i mn—=l)

- J TP ]
In questo caso si poteva arrivare alla soluzione anche ragio-
nando sul fatto che ognuno degli n punti viene wllegato con
gli (n - 1) punti rimanenti, ottenendo coppie, ma in tal caso
ogni coppia viene contata 2 volte, quindi bisogna dimezzare
il numero ottenuto

" !l nin=1Hn=2]
Wiw—311 i

[& = =
a Y -4 2

Secondo noi questo quesito & molto semplice e di difficolta
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non paragonabile a quella degli altri quesiti.Tanto piu che non
veniva chiesta alcuna spiegazione che giustificasse la
soluzione (come il fatto che non contava l'ordine ...), quindi
tutto si riduceva alla mera applicazione di una formula.

Ci chiediamo perché i quesiti abbiano livelli di difficolta cosi
diversi e perché in certi casi venga richiesta esplicitamente la
motivazione ai procedimenti e in altri casi no, per cui non &
affatto chiaro il grado di approfondimento necessario per con-
siderare il quesito completamente risolto!

Quesito 6. Essendo y=x*+ax+b,sihay’=3x2+aey”=6x.
Dunque la deriv ata seconda siannullasoloper x =0e
cambia segno in corrispondenza a tale valore, percio il punto
F(0,b) & I'unico punto di flesso della funzione.

Le equazioni della simmetria centrale

di centro F sono: T

per cui, sostituendo, I'immagine di V= furts @

Pl I | '] Said - h
I

che con facili calcoli diventa ¥ =lx'} a5 j] che dimostra
la simmetria della curva rispetto al punto F.

Si sarebbe potuto traslare la funzione in modo da portare F
in O e poi dimostrare che la funzione stessa era simmetrica
rispetto a O, dunque dispari.

Il quesito non presenta grosse difficolta, ma & apprezzabile per-
ché richiede contemporaneamente la padronanza di semplici
concetti e tecniche di analisi e conoscenze di base relative alle
trasformazioni geometriche. Positiva & anche la scelta di richie-
dere le equazioni di una simmetria centrale, facili da ricostruire
attraverso la formula del punto medio di un segmento (quello
che collega un punto e la sua immagine), per cui anche non
ricordandole si potevano ricavare attraverso il ragionamento.

Quesito 7. Nel tetraedro regolare ABCD il piede dell'altezza DH
cade nel baricentro del triangolo equilatero ABC, quindi il punto
H divide I'altezza AM in due parti di cui quella che contiene
il vertice doppia dell'altra.

Una volta ricavata la misura di i 3‘.'5' i
1 7 I I3 ;

i i J

1 3 32 3

Considerato il triangolo rettangolo AHD si ha

posso calcolare

AH
ALTHLE
AL

per definizione, e sostituendo i valori ottenuti

LN

Buona la scelta del problema che non richiede grandi calcoli,
ma l'integrazione di competenze di base di geometria solida,
piana e di trigonometria.

Quesito 8. Schematizziamo il problema con un diagramma:in-
dicando con D = pezzo difettoso e con D = pezzo non difetto-

SO.
i)
[T J—
A =
L=
8000 —
e D
70"
e} a:‘___-ﬂ-
,l---__"'-- =
93100 D
1.1 I
16 5:_'_%_#
C e
i
I

Applicando il teorema di Bayes, la probabilita richiesta & data
dal rapporto fra la probabilita del cammino favorevole (cioé
la probabilita che il pezzo difettoso provenga dalla macchina
A) fratto la somma delle probabilita dei cammini possibili (ossia
la probabilita che un pezzo sia difettoso).

w0 oo PUARABIAY:
J : B AT A AL+ P N A ] LD
A
A Dye — 2 100 - 0,6122
™ T F = i
2100 310 & 00

Questo e un classico quesito di calcolo di probabilita espresso
in modo chiaro senza possibilita di fraintendimenti.
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Quesito 9.

Tracciamo il punto B’, simmetrico di B rispetto a r e congiun-
giamo A con B. Chiamiamo P il punto di intersezione tra AB’
edr.

Essendo |.|=+|=1mr € ia4perchéoppostial vertice, si ha

che |42+ §=1mr ,e dunque A, P e B’sono allineati. Siccome

il cammino pil breve tra due punti € un segmento di retta e
|#]=|~&'| il cammino minimo richiesto & ar+Fir,

SI sarepbero potuto inserire i punti A, P,Bin un opportuno ri-
ferimento cartesiano avente l'asse x coincidente con la retta
reil punto A sull'asse y. In tal caso si sarebbe ottenuta un’espres-
sione in funzione dell’ascissa x di P, di cui bisognava ricavare
il punto di minimo. Ma il procedimento sarebbe stato ecces-
sivamente lungo e laborioso e dunque sconsigliabile.

E un quesit o che richiede una buona dose d ’intuizione
(nellidea di simmetrizzare il punto) e solide competenze geo-
metriche da applicare in una situazione non standard.
L'unico rischio era che i ragazzi potevano essere indotti a ri-
solvere il problema di minimo con i metodi classici dell’analisi
arrivando cosi ad una situazione analitica difficile da gestire.
Ricorda il quesito numero 3 proposto nell'anno 2006 sempre
per il Liceo PNI.

Quesito 10. Sezionando la figura con un piano passante per il
vertice V, il problema si riduce ad un problema di geometria
piana.

Posto VO =x con x>0 la superficie laterale S
Dalla similitudine dei triangoli VOK e VBH posso ricavare

s HE-FR .

lamisuradi iE edi V.
FH  HB=VE:0L conoscendo T =r Fif =x+r
e ricavando con Pitagora Pk =+ —¢

[x+e])r

Otteniamo /##

LR I
T T T T . . X+ F)I
Da li#:F#= VL 40P ricaviamo FH b
oL F
quindi 5= a8 -7l = x Lt lt _I.__"""“
i T T —em— .
L T q,”,' F
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Calcoliamo la derivata S’(x) e studiamone il segno:
|2er+r Wo—ri—|r 4 .r'r|

l2=F|

[ =2rm=p")

e, svolgendo i calcoli, &'=xsr- .

Essendo il denominatore positivo basta studiare il segno del

"

numeratore; ¥ —2rr

=
=r+rd2

Lor - T
l". - :'A.
%, - /
b - .
g S| BT~
Siha un minimo per s =42 quindi ¥-r:rf2 edion-
SegueNnza FR=p+rfi—r=r2 .-

E un classico problema di minimo simile ad altri comparsi in
maturita precedenti e che permette, giustamente, di utilizzare
le competenze acquisite durante I'anno.

Cristina Agazzi, Patrizia Marastoni.
Liceo Scientifico «G.Falcone», Asola(MN)
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