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TRACCIA MINISTERIALE

PROBLEMA 1
La funzione f e definita da f(x) = f[cos (%)+%]dt per tutti

0
i numeri reali x appartenenti all'intervallo chiuso [0, 9].

1. Si calcolino f'(x) e f'(27) ove f'indica la derivata di f.

2. Sitracci,in un sistema di coordinate cartesiane, il grafico
2 di f'(x) e da esso si deduca per quale o quali valori di
x, f (X) presenta massimi o minimi. Si tracci altresi I'anda-
mento di f (x) deducendolo da quello di f'(x).

3. Si trovi il valor medio di f'(x) sull'intervallo [0, 27t].

4. Sia R la regione del piano delimitata da Z e dall’asse x
per 0 = x =<4;Rélabase di un solido W le cui sezioni con
piani ortogonali all'asse x hanno, per ciascun x, area

A(x)=3sen (%x) .Si calcoli il volume di W.

PROBLEMA 2

Sia fla funzione definita, per tutti gli x reali,da f(x)= g

4+ x°
1. Si studi f e se ne disegni il grafico @ in un sistema di co-

ordinate cartesiane Oxy. Si scrivano le equazioni delle
tangenti a @ nei punti P (-2;1) e Q (2; 1) e si consideri il
quadrilatero convesso che esse individuano con le rette
OP e 0Q.Si provi che tale quadrilatero € un rombo e si-
determinino le misure, in gradi e primi sessagesimali,
dei suoi angoli.

2.Sia I' la circonferenza di raggio 1 e centro (0; 1). Una
retta t, per l'origine degli assi, taglia I" oltre che in O in un
punto A e taglia la retta d’equazione y = 2 in un punto B.
Si provi che, qualunque sia t,I'ascissa x di B e 'ordinata y
di A sono le coordinate (x; y) di un punto di ®.

3. Si consideri la regione R compresa tra @ e I'asse x sul-
I'intervallo [0, 2]. Si provi che R e equivalente al cerchio
delimitato da I" e si provi altresi che la regione com-
presa tra @ e tutto l'asse x & equivalente a quattro volte
il cerchio.

4. Laregione R, ruotando attorno all’asse y,generaiil solido
W. Si scriva, spiegandone il perché, ma senza calcolarlo,
I'integrale definito che fornisce il volume di W.

QUESTIONARIO

1. Un triangolo ha area 3 e due lati che misurano 2 e 3.Qual
e la misura del terzo lato? Si giustifichi la risposta.

2. Si calcoli il dominio della funzione

1-y2-3-x

3. Si considerino, nel piano cartesiano, i punti A (2; —1) e

f(x)=

B (—6; —8).Si determini I'equazione della retta passante
per B e avente distanza massima da A.

4. Di un tronco di piramide retta a base quadrata si cono-
scono l'altezza h e i lati a e b delle due basi.Si esprima il
volumeV del tronco in funzione di g, b e h, illustrando il
ragionamento seguito.

5.In un libro si legge:“Due valigie della stessa forma sem-
brano “quasi uguali’; quanto a capacita, quando differi-
scono di poco le dimensioni lineari: non sembra che in ge-
nere le persone si rendano ben conto che ad un aumento
delle dimensioni lineari (lunghezza, larghezza, altezza)
del 10% (oppure del 20% o del 25%) corrispondono au-
menti di capacita (volume) di circa 33% (oppure 75% o
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PROBLEMA 1

Il primo problema presenta una funzione integrale

r t) 1 . C . . .
f(x)= f [cos(5)+ E]dt i cui estremi di integrazione sono di
0
facile gestione, infatti sono proprio 0 e x, il che permette, di

fronte alla prima richiesta di trovare y = f'(x) come derivata
di y = f (x) applicando il Teorema fondamentale del calcolo in-
tegrale senza alcun intoppo. Non troppo scontata la scelta di
considerare y = f (x) nell'intervallo [0,9]. Questo intervallo
non espresso con misure in radianti puo aver messo in dif-
ficolta alcuni studenti nel posizionamento del 9 sull’asse
delle ascisse, in particolare nel confronto con il 35. Non &
inoltre chiaro nel testo del problema se i punti successivi deb-
bano continuare a tenere in considerazione tale intervallo o
meno, soprattutto quando in gioco c’¢ la y = f'(x) invece della
¥ = f (x). In questo scritto si considerano entrambe le fun-
zioni in [0,9].

Risulta quindi y =f'(x) = cos (§)+% 5
da cui f'(;r)=cos (£)+l=l , mentre f'(2m) ] .
2) 2 2 2
1l secondo punto & costituito da diverse richieste. Anzitutto
viene chiesto di rappresentare il grafico 2 (scelta abbastanza
infelice nominare in questo modo il grafico, dato I'utilizzo
della stessa lettera in matematica per indicare le sommato-
rie) di y = f'(x). Il grafico Z si puo rappresentare deducen-
dolo dalla funzione base y = cosx attraverso due trasforma-
zioni nel piano: la dilatazione lungo I’asse delle ascisse
X'=x
e la traslazione T: ' 1
y=y+ 5

S X'=2x

(figural).
y'=y

La funzione ottenuta risulta di periodo 4. Per poter rap-
presentare la funzione y = f'(x) con pil precisione ed essere
cosl in grado di trarre conclusioni su massimi e minimi per
y = f (x), si studiano le intersezioni con I’asse delle ascisse

. S . . . x\ 1
risolvendo I'equazione goniometrica cos(—)+ —=0 otte-

(x) 1 . X 2mw X 4n
nendo cos| = |=-— equindi ===— oppure “="" .
2 2 2 3 2 3
Le due soluzioni nell'incognita x presenti all’interno del-

lintervallo dichiarato all’inizio del problema risultano
. 4 8
quindi x=—7 e x=—1m .
3 3

Dedurre dal grafico di y = f'(x) quello di y = f (x) risulta fa-
cile se quest’ultima funzione la si interpreta come area (con
relativo segno) compresa fra la curva e I'asse delle ascisse al
variare del secondo estremo di integrazione e tenendo fisso
lo 0 come primo estremo.

La funzione y = f (x) & proprio la funzione integrale, che,

calcolata, risulta y =2 sin(§)+§ . Si trovano alcuni valori

significativi di questa funzione utili per la sua rappresenta-
zione nel piano cartesiano.

Si puo ottenere f (0) algebricamente andando a sostituire nel-
I'equazione della funzione y = f (x) lo 0, oppure pensandola
come funzione integrale fra 0 e 0; coincidendo i due estremi
di integrazione si ottiene un rettangolo di base nulla e quindi
'integrale risulta nullo. Uarea compresa fray =f'(x) ey =0
¢ sopra lasse delle ascisse (area positiva) fino a

4 , . .
x=—m, sotto I'asse delle ascisse (integrale con segno ne-

; y 4 8 ,
gativo) nell'intervallo 3737 € nuovamente sopra ’asse

4

Figura 1
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delle ascisse (positiva) in E 7, 9[ . Si avranno quindi un
minimo per x = 0, un massimo per x= gn e un altro mi-
nimo si avra per x = gﬂ'. Per determinare le ordinate di que-
sti estremi, si sostituiscono le ascisse in y = f (x), ottenendo
i punti O(0,0), M(in,3n+\/§) e N(ﬁn,in—ﬁ) .

3 3 3 3
Per poter tracciare con maggior precisione il grafico di y = f (x)

. . 1. (x . .
puo essere utile calcolare y =f "(x) = -3 sm(E) e studiarne il
segno. Si ottiene cosi che la y = f(x) presenta concavita rivolta

verso il basso in 0, 277[ , mentre in |277,9] ha concavita ri-
volta verso I'alto. Si avra un flesso a tangente obliqua per

x = 27t Per x = 9 la funzione assume valore f(9)=2sin 2 + ? .

Riassumiamo in una tabella le informazioni descritte fino ad
ora che contribuiscono a determinare 'andamento di y = f (x)
a partire da quello di y = f'(x) e da quello di y = " (x).

0 i T a2 9
3
Segnodiy=f'(x)| +++++++++ | ——————— ++++++
Informazioni per
Y= (0 / \ /
0 27 9

Segnodiy=f"(x) b+

RN

Informazioni per
y=1f()

11 grafico che si ottiene ¢ quello rappresentato in figura 2.

Nel terzo punto viene chiesto allo studente di determinare il
valore medio di y = f'(x) in [0,27] il che significa trovare
laltezza h' del rettangolo di base 2w avente area uguale a
quella della regione compresa fra la curva y = f'(x) e l'asse
delle ascisse, la retta x = 0 e x = 2. Operativamente si tratta
di risolvere ’'equazione:

2T
27h= f f'(x)dx
0

27

2nh=[25in§+£

0

2rh=2sinT+7m

La quarta e ultima richiesta & quella di trovare il volume del
solido W avente per base la regione R descritta nel testo e
come sezioni i piani ortogonali all’asse delle ascisse aventi

area A(x)=3sin (% X) . Tale volume ¢ indipendente dalla for-

ma della regione che fa da base al solido, e questo ¢ assicu-
rato dal Principio di Cavalieri. Essendo il volume la somma
di tutte le aree delle sezioni di cui si conosce I'espressione
analitica, ¢ sufficiente risolvere:

4 4
V(W)=f35in(£x)dx=Efsin(£x)dx=E
o 4 Ty 4 T

—cos(ﬁx)dx] =ﬁ_

PROBLEMA 2

Il secondo problema presenta una funzione algebrica razio-

con xER.

nale fratta: f(x)= 5
44 x

Il grafico della funzione f¢ una curva nota con il nome di «ver-
siera di Agnesi», in quanto comparve nell’opera Istituzioni
analitiche ad uso della gioventiy italiana del 1748 di Maria Gae-
tana Agnesi, matematica milanese vissuta trail 1718 e il 17992

1. Che coincide con un certo valore f (c) as-
sunto dalla funzione per un certo c € [0, 2]
e la cui esistenza é assicurata dal Teorema
della media (essendo la funzione continua).
2. 'equazione della funzione, in realta, si trova
gia in un passo di Fermat (1666) che si occupd
di quadrarla;ma il nome orariferito alla curva,
si trova per la prima volta nelle note al Trat-
tato del Galileo del moto naturalmente accele-
rato (1718) di Guido Grandi, il quale fa
riferimento al fatto che la curva fu ottenuta
da lui stesso nell'opera Quadratura circuli et
hyperbolae e dove si legge che il nome ver-
siera deriva dal latino sinus versus, ovvero
curva con seno Vverso, cioé contrario, nemico.
Da qui versiera, «avversaria», che al tempo era
il nome attribuito alle streghe.Questo spiega
il fatto che la curva sia nota agli anglofoni
come “witch of Agnesi” (strega di Agnesi).

Figura 2
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Il primo punto, ovvero lo studio della funzione fed il disegno
del grafico @, & di facile risoluzione con i metodi classici del-
Panalisi matematica.

Si noti, tuttavia, che un modo alternativo e ben pitt rapido
per studiare la funzione consiste nel considerarla come la re-
ciproca della parabola f(x) =4+ x?, dilatata di 8 lungo I’asse
delle ordinate; questo ultimo metodo, tuttavia, non & di cosi
facile intuizione per uno studente.

Il dominio della funzione assegnata ¢ costituito dal campo dei
numeri reali (D = R) e la funzione & pari, per cui risulta sim-
metrica rispetto all’asse delle ordinate (Vx€D, f (—x) =f(x));
essa interseca I'asse delle ordinate nel punto E di coordinate
(0; 2), mentre non presenta intersezioni con I’asse delle
ascisse. Dallo studio del segno emerge che la funzione ¢
sempre positiva nel dominio (Vx€ED, f (x)>0) e pertanto in
tutto il campo dei numeri reali; la funzione, inoltre, non pre-
senta asintoti verticali poiché il dominio coincide con R,
mentre studiando i limiti agli estremi del dominio (+), si
ottiene che l'asse delle ascisse ¢ asintoto orizzontale e la fun-
zione evidentemente vi tende dall’alto (0*). Lo studio della
derivata prima, per determinare i punti di stazionarieta,
mette in evidenza che la funzione presenta un massimo as-
soluto nel punto E, infatti:

16x

m e fv(X)>O<—>X<O .

fx)=-

FH+H+++

/

Lo studio della derivata seconda, per determinare la conca-

Segnodiy="f'(x)

Informazioni per
y=f

vita, convessita e punti di flesso, porta al seguente risultato:

2
‘—(ix _;;3 ¢ Ux> —2\/5
+ X

f(x)=16 f(x)>0<>x<-

243
3

pertanto i punti di flesso a tangente obliqua risultano essere

pon33

3 ;= | (ascendente) e il suo simmetrico rispetto all’asse

delle ordinate F, (?%) (discendente):
2.3

23 23
3 3

Segnodiy=f"(x) b+ F+++

Informazioni per
y=fX

N N

Il grafico @ della funzione frisulta quindi essere quello pre-
sentato in figura 3, dove I'asse delle ascisse, che ¢ asintoto
orizzontale come emerso dallo studio dei limiti, ¢ asintoto
d’inflessione perché la curva si avvicina ad esso dopo aver in-
contrato i due punti di flesso.

Proseguendo nella risoluzione delle richieste del primo
punto, si devono determinare le equazioni delle rette tangenti
a D nei punti P(—-2; 1) e Q(2; 1). Per farlo, occorre anzitutto
determinarne la pendenza calcolando la derivata prima nei
punti assegnati e in seguito inserire il valore ottenuto nel fa-
scio proprio di rette con centro rispettivamente in P e in Q:

y-y,=f(x,)(x-x,) dacuisiottiene la retta y=%x+2 ,
¥y =Yo=F(x,)(x=x,) da cuisiottiene la rettay=—%x+2 .

Le due rette si intersecano nel punto E presente in figura 4.
Si verifica facilmente che il quadrilatero di vertici O(0; 0),
P(—2; 1), E(0; 2), Q(2; 1) &€ un rombo: le rette OP e OQ, es-
sendo parallele alle rette tangenti rispettivamente in Q e in
P ricavate precedentemente (hanno infatti il medesimo co-
efficiente angolare), formano con esse un parallelogramma
le cui diagonali PQ e EO sono tra loro perpendicolari e si di-
vidono scambievolmente a meta. Un metodo alternativo
poteva consistere nel considerare il fatto che il quadrilatero
OPEQ ¢ diviso in due triangoli congruenti (perché f ¢ pari)
e isosceli (perché le altezze appartengono alla retta y = 1 che
¢ mediana della base EO). Provare che il quadrilatero OPEQ
¢ rombo puo aver suscitato nello studente dei dubbi riguar-
danti le condizioni sufficienti per poter affermare che un
quadrilatero sia un rombo. Forse nello svolgimento qualche
ragazzo puo aver abbondato nell’esprimere le proprieta di
OPEQ.

Per determinare le misure degli angoli, si osserva che 'angolo
acuto formato dalle due rette tangenti a @ ¢ isometrico ad
EQO perché alterni interni, da cui:

m, -m,

. 4 . 4
tg|EQO| = =— dacui arct (—)553,13".
9(EGO) . 9(3

1+m,-m,
Ovvero gli angoli, tra loro supplementari, del rombo avranno
ampiezze di 53° 8’ e 126° 52’ circa. In merito a questo ultimo
calcolo, si nota che gli studenti meno accorti potrebbero
aver indicato direttamente il risultato fornito loro dalla cal-
colatrice come quello finale, considerando erroneamente i 13
centesimi gia come primi del grado.

Il secondo punto ¢ interessante in quanto costituisce un pro-
blema dinamico che ricalca, in termini pitt moderni, la co-

struzione geometrica della versiera cosi come venne fatta
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Figura 3

Da semplici passaggi algebrici si ottengono le due
soluzioni, di cui la prima banale:

Y = 2m

x=0 |"* 14m?
U 2
y=0 _2m

A 1em?

2
per cui il punto A ha coordinate: 2m 5 ;ZL2 .
T+m* 1+m

Per trovare il punto B occorre invece porre a si-
stema il fascio proprio di rette passanti per I'origine
con la retta y = 2; le coordinate di B risul-

tano (i ;2) con m = 0. Si tratta ora di provare
m

che, al variare di m reale diverso da zero, il punto

4 2

2
p 2 2m
m 1+m

)appartiene a ®@. 1l luogo geometrico

descritto dal punto P ¢ dato dalle equazioni para-
metriche associate alle sue coordinate per cui, eli-

Figura 4

minando il parametro m attraverso la so-

.o 2 .
stituzione m==nella seconda equazione parame-
X

trica, si ottiene esattamente I'equazione di f (x):

m=g;x¢0
m X 8
=

= =f(x
2 =Y 44 x? (x)

2m

Y y=1+m2

S 1em?
Si noti che la retta del fascio coincidente con l'asse
delle ordinate non & contemplata nell’espressione
esplicita del fascio y = mx; in questo caso particolare

la retta tha equazione x =0 e i punti A e B coincidono

dalla Agnesi nell’opera citata. Per determinare il luogo dei
punti richiesto, per prima cosa occorre scrivere 'equazione
della circonferenza I', avente centro nel punto di coordinate
(0; 1) e raggio unitario: x°+(y -1 =1; in secondo luogo si
deve scrivere il fascio proprio di rette con centro nell’origine
degli assi cartesiani y = mx con m€R —{0} (infatti, per m=0,
si ottiene I'asse delle ascisse che ¢ parallelo alla retta y =2 e
quindi non puo intersecarla nel punto B) e porre le due
equazioni a sistema per trovare le coordinate dei punti di in-
tersezione:

{xz+(y—1)2=1

y =mx
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nel punto E (0; 2) che comunque appartiene a P.

Il terzo punto del problema prevede anzitutto il calcolo del-
Parea del cerchio delimitato da ® che misura m, e dell’area
della regione R che corrisponde all'integrale di f (x) in [0;2]:
2

8

2

X b1

Area(R) = dx =4|arct (—)] =4-—=q.
{4+x2 [ J 2/1, 4

Larea della regione di piano compresa tra @ e I'asse delle

ascisse ¢ data invece dall’integrale improprio:

8 %8 . .
Area(®) = dx=2- dx, poiché f (x) & pari.
:[4+ x? ‘{4+x2 P f P
Per cui: b g b 12
Area(®)=2- lim S dx=8-lim f Sdx =
b—+x o 4+X b—4 o
T+ —
x\T 4 2
=8-lim [arctg(—)} =8 —=4mx.
boevx 2/, " 2

101



Si & verificata dunque una delle proprieta della versiera,
quella secondo cui l'area tra la versiera e il suo asintoto &
quattro volte I'area della circonferenza che si utilizza nella co-
struzione geometrica per descriverla.

11 quarto punto, infine, richiede (senza il calcolo esplicito) il
volume del solido W generato dalla rotazione della regione
R attorno all’asse delle ordinate.

Il metodo classico consiste nell’'invertire la funzione f (x), che
¢ invertibile perché monotona nell’intervallo [0;2], otte-

nendo cosi g(y)= /§—4 =2 /3—1 nell’intervallo [1;2].
y y

Quindi ¢ possibile calcolare il volume del solido usando la for-
mula dell’integrale di rotazione della funzione definita a tratti:
gly).y €[1,2]
) {2 iy €[01]
Dunque:

W= Jrj‘[h(y)]2 dy =n}(2\/?) dy+:rf(2)2 dy

La soluzione dell’integrale, anche se non richiesta, ¢
W = 4min4.

11 volume richiesto puo essere calcolato anche attraverso il
metodo dei gusci cilindrici di superficie generica 27x - f (x),

Oovvero:

W=j‘2frx-f(x)dx=2nj'x‘
0 0

4+x? o

dove si & immaginato il solido come costituito da tante se-
zioni circolari concentriche moltiplicate per 'altezza f(x), che
vengono sommate nell’intervallo considerato. Questo pro-
cedimento, tuttavia, non fa parte dei metodi classici insegnati
secondo il programma del liceo scientifico di ordinamento.

QUESTIONARIO

Quesito 1. Larea di un triangolo puo essere calcolata noti
due lati e il seno dell’angolo compreso. In questo caso quindi,
conoscendo area e due lati, si ricava il seno dell’angolo com-
preso tra i lati.

Con riferimento alla figura 5, la formula dell’area ¢

A=la-b-sina , quindi sina=ﬂ=z—3=1 .

2 ab 2-3
I calcoli ci portano a concludere che 'angolo compreso tra
i due lati assegnati ¢ retto perché il suo seno vale 1. I trian-
golo proposto nel quesito ¢ dunque rettangolo, di cui si co-

noscono i cateti e il lato mancante & I'ipotenusa. Quindi, per
il teorema di Pitagora, c=+/2%+3*=4/13.

102

Il risultato sinat = 1 rende la risoluzione del problema
semplice e immediata, in quanto esiste un solo angolo con
seno pari a 1. Nel caso in cui il seno dell’angolo compreso
tra i lati fosse stato diverso da 1, ci si sarebbe trovati di
fronte a due possibili angoli, uno acuto e uno ottuso,
aventi lo stesso seno. Le soluzioni possibili per ¢ sarebbero
quindi state due: dal seno si ricavava il coseno dell’angolo
e tramite il teorema del coseno si arrivava alla misura del
lato incognito.

Quesito 2. Per trovare il dominio della funzione irrazionale

f(x)= 1—m , & necessario porre i radicandi delle
radici maggiori o uguali a zero.

3-x=0

2-3-x=20

17 Bx 20

Si risolvono quindi le tre disequazioni e si intersecano le loro
soluzioni.

Prima disequazione: 3-x=0 = x=3
Seconda disequazione: 2-+/3-x =0

Per risolvere tale disequazione si dovrebbe porre la condi-

2-43-x=0
3-x=0
dizione sul radicando della seconda disequazione del si-

zione 3 — x = 0 e risolvere quindi { ,mala con-

stema (*) ¢ gia presente nella prima disequazione di (*). Si
ha percio
2-V3-x20 = VJ3-x=2 = 3-x=4 = x=-1

Terza disequazione: 1-y/2-+/3-x =0 anche la risoluzione
di questa disequazione comporta delle condizioni sui radi-
candi che per0 sono gia presenti nel sistema (*). Con questa
motivazione & sufficiente scrivere quanto segue:

1-42-vV3-x=20 = J2-V3-x=<1 = 2-J3-x=<1 =

V3-x=21 = 3-x=21 = x=<2

Figura 5
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A questo punto si intersecano le soluzioni delle tre disequa-

zioni:
-1 2 3

L
>

x=3

x=-1

Xx=<2

Il dominio di f(x)=41-y2-+3-x &[-1;2].

Quesito 3. Uequazione del fascio di rette che passano per B
ef,y+8=m(x+6) U x=-6.

Tra queste rette quella che ha distanza massima dal punto A
¢ la retta perpendicolare alla retta AB, quindi, trovato il coef-
ficiente angolare della retta AB, il suo antireciproco sara il co-
efficiente angolare della retta cercata (figura 6).

Per motivare la scelta della retta perpendicolare alla retta AB
come retta che passa per B e ha massima distanza da A, si
possono disegnare, in uno stesso piano cartesiano, alcune
rette del fascio f, tracciare il segmento la cui misura rap-
presenta la loro distanza da A e fare alcune considerazioni di
carattere geometrico. Con riferimento alla figura 6 la di-
stanza tra la retta c e il punto A & AC, la distanza tra la retta
deil punto A ¢ AD, la distanza tra la retta b (che ¢ la retta del
fascio fy perpendicolare a AB) e il punto A ¢ AB.
AB>AC in quanto AB ¢ 'ipotenusa del triangolo rettangolo
ABC, mentre AC & un suo cateto e AB>AD perché AB ¢ I'ipo-
tenusa del triangolo rettangolo ABD, mentre AD & un suo ca-
teto. Qualsiasi retta si tracci per B (diversa da b) con la rela-
tiva distanza da A, si puo fare un discorso analogo a quello
per le rette ce d.

Troviamo ora I’equazione della retta che passa per B e ha di-
stanza massima da A:
_ Ya=Ys _ Z 8

= m ,,=——

m
AB .
X,—X; 8 7

Sostituiamo tale coefficiente nell’equazione del fascio
f,: y+8=m(x+6) e otteniamo

y=—§(x+6)—8 = 8x+7y+104=0 .

Il quesito poteva essere risolto anche in un altro modo. Dato
il fascio di rette passanti per B
fo:y+8=m(x+6) = f,: mx-y-8+6m=0
si cercava la retta con massima distanza da A mediante la for-
mula della distanza punto-retta:

|[m-2-1-(-1)-8+6m)|

Jm? +1

A questo punto pero ci si sarebbe trovati di fronte allo stu-

d(m)

dio della funzione d(m), che contiene un valore assoluto, e
il rischio di perdersi nei calcoli ¢ abbastanza elevato.

Il primo procedimento non solo risulta piit veloce e pre-
senta meno difficolta di calcolo, mette anche in luce le
competenze dello studente: un ragazzo che risolve 'eserci-
zio attraverso il metodo geometrico ha saputo unire le co-
noscenze analitiche alle proprieta delle figure studiate nella
geometria sintetica.

Quesito 4. Un modo per trovare il volume del tronco della
piramide puo essere quello di suddividere il solido in:
- quattro piramidi rette (disegno1) di altezza BC = h e come
base il quadrato di lato FE = bz;a
- un parallelepipedo (disegno 2) di altezza BC = h e come
base il quadrato di lato AB = a
- quattro prismi a base triangolare (disegno 3)

di altezza GC = a e base il triangolo IC8 di
area (b;a.h);z.
2

A/' . Dis. 1

Figura 6
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Si ottiene cosi:

2
(b—a) h
2
2 2
.M'ﬁ+h.az+4.b_—a
4 3

_a’+b’-2ab+3a’ +3ab-3a’
3

V=4

:3+h'az+4~(b;a-h):2~a=
=4 -ha=

h=

_a’+b’+ab
3

h

Con la strategia appena illustrata, il volume del tronco di pi-
ramide si ottiene sormmando i volumi dei solidi individuati
all’interno del tronco di piramide. Si poteva risolvere il que-
sito anche pensando al volume del tronco come alla diffe-
renza tra il volume di due piramidi presenti nella figura 7:

Volume tronco = Volume piramide grande ~ Volume piramide piccola

Figura 7

Questo secondo metodo si basa sulla similitudine fra le pi-

Lo . - .o AB
ramidi che si riflette sui triangoli di base 7=£

—_ 2

A'B' . .

TB _b e con altezza rispettivamente h + x e x. Impostando
la proporzione di similitudine ed esplicitando la x incognita,
si determina poi il volume come differenza.
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Quesito 5. Immaginiamo le valigie come ai due parallelepi-
pedi rettangoli della figura 8.

Figura 8

V=ab-c
V'=a'-b'-c'

Nel caso in cui le dimensioni della seconda valigia aumen-
tino del 10% si ha

a'=a+10%a=11a b'=b+10%b=1,1b
Quindi
V'=11a-1,16-1,1c=(1,1*-a-b-c=1,331-V =V +0,331V =

=V +33%V

In generale, se le dimensioni a', b', ¢ aumentano di un coef-
b'=(1+k)b  c'=(1+k)c

c'=c+10%c=1,1c

ficiente k, siavra g'= (1+k)a
e quindi V'=(1+k)’V

Nel caso 'aumento sia del 20% o del 25%, k ¢ 0,2 oppure 0,25
e i volumi delle rispettive valigie risultano
V'=(1,2)’V=1728V =V +0,728V =V +72,8%V

oppure

V'=(1,25) V=1,953125V =V +0,953125V =/ +95,3125%V/
Tali risultati sono compatibili con I'affermazione presen-
tata nel quesito.

In questo quesito viene chiesta una stima dell’aumento del
volume e viene coinvolta cosi I'idea di approssimazione. Cio
rappresenta una novita rispetto ai temi di esame proposti ne-
gli anni precedenti.

Quesito 6. La richiesta potrebbe risultare un po’ «strana» e
forse questo & uno dei motivi che ha fatto del quesito 6 il
meno gettonato dagli studenti (scelto solo dal 10% degli
studenti, vedere Tabella 2). Bastava pero notare che, tra i
5040 numeri che si possono ottenere permutando le cifre da
1 a 7,1 piu piccoli hanno come prima cifra a sinistra 1 e tali
numeri sono 6! = 720. Non a caso quindi il testo dell’eserci-
zio chiede quale numero occupa la 721-esima posizione in
ordine crescente, perché il numero cercato sara il minore tra
quelli composti dalle cifre 1,2,3,4,5,6,7 che inizia con la ci-
fra 2, ossia 2134567.

Per quanto riguarda la settimana posizione si possono scri-
vere in ordine crescente i primi sette numeri, lasciando in-
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variate le prime cifre (cioe quelle con valore minore) e per-
mutando le ultime.
1234567 - 1234576 -
1234765 - 1235467
Lultimo numero elencato & quello che occupa la settima po-

1234657 - 1234675 - 1234756 -

sizione.

Quesito 7. Con riferimento alla figura 9, essendo le dimen-
sioni del rettangolo di partenza a e b, le dimensioni dei due
rettangoli minori (che sono congruenti tra loro, in quanto si
formano dividendo il lato maggiore a meta) saranno b e % .

Figura 9
& F o
<]
lE
B . c

Sapendo che i rettangoli sono simili, si pud impostare la se-
. a ) . ,
guente proporzionea:b=b: R Dall’'informazione sull’area

. . 1 .
del rettangolo maggiore a-b=1, si ricava b=— e, sostitu-
a

endo questa espressione di b nella proporzione precedente,
si ottiene il valore di a.
a: 1219 a_1 = a*=2 = a=2{2

a a2 2 a
Il valore di a che si sceglie ¢ quello positivo in quanto a ¢ la
misura di un segmento.
Trovata la misura di a si ha cheb = L

2

Quesito 8. Per trovare il minimo della funzione g (x), si pud
studiare la sua derivata prima: dove infatti la derivata prima
di una funzione si annulla e passa da negativa a positiva si ha
un minimo relativo della funzione di partenza. La derivata
della funzione g (x) & proprio f (¢) (teorema fondamentale del
calcolo integrale); dal grafico di f (#) si osserva che tale fun-
zione si annulla in x = 0, x =2 e x = 4. Il punto di ascissa 0 ¢
da escludere perché il testo chiede «per quali valori positivi di
x, g ha un minimo» e trax =2 e x = 4 la scelta cade su x =4
perché solo nel punto con tale ascissa f (¢) passa da negativa
a positiva. La funzione g (x) ha dunque un minimo per x = 4.

Alla stessa domanda si poteva rispondere anche con un ra-
gionamento puramente «grafico». La funzione g (x) rap-
presenta I’area (con segno) sottesa al grafico della funzione
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f. Dall’andamento di fsi puo concludere che g (x) sara cre-
scente fino a raggiungere un massimo per x = 2 e poi decre-
scente (in quanto 'area sottesa a ftra x =2 e x = 4 ¢ negativa),
fino a raggiungere un minimo per x = 4.

Quesito 9. Il limite proposto in questo quesito & abbastanza
semplice in quanto puo essere ricondotto a limiti notevoli

con pochi e immediati passaggi.

Prima opzione:
. senx cos x —senx . senx cosx—1
lim 4 > =lim4 . =
x—0 X x—0 X X

. _senx .. cosx-1
=4 [im——-lim———=4-1-0=0

x—0 X x—=0 X
Seconda opzione:
. Senx cos x —senx . cosx -1
lim 4——————=Ilim4 senx - ———-=
x—0 X x—0 X

cosx -1

. . 1
= lim 4senx-I|m72=0-(——)=0
x—=0 x—=0 X 2
In questo caso compare un solo limite notevole

. T-cosx 1
Ilm 72=7 .
x—0 X 2

Essendo un esercizio puramente tecnico e su un argomento
della classe quinta ci si poteva aspettare che molti ragazzi sce-
gliessero tale quesito: in realta, dai dati presenti nella Tabella
2, risulta essere stato svolto solo dal 64%.

Quesito 10. Osservando il grafico della funzione f (x) si puo
affermare che ¢ una funzione continua e non presenta punti
di non derivabilita nell'intervallo che vediamo, quindi ci
aspettiamo un grafico della f'(x) continuo. Per capire quale
tra i grafici proposti potrebbe essere quello di f'(x) bisogna
ragionare sulla relazione tra una funzione e la sua derivata.
La monotonia di una funzione ¢ infatti legata al segno della
sua derivata prima: se f (x) & crescente, allora f'(x) & positiva,
mentre se f (x) & decrescente, allora f'(x) & negativa e i punti
di massimo o di minimo relativi di una funzione sono punti
in cui la derivata prima si annulla e cambia segno.

La prima informazione che uno studente poteva ricavare dal
grafico di f (x) per «costruire» quello di f'(x) ¢ relativa ai
punti di ascissa —2 e +2: essi sono, rispettivamente, punti di
massimo e minimo relativi e quindi per x= -2 ex=+2la de-
rivata prima si deve annullare. Gia con questa osservazione
i grafici C e D vengono scartati. Tra i due rimanenti, il gra-
fico corretto per la rappresentazione di f'(x) ¢ il grafico A, in
quanto f (x) & crescente fino a x = —2, decrescente nell’inter-
vallo ]—2;+2[ e pol nuovamente crescente per x > 2. Per
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quanto detto prima quindi f'(x) dovra essere negativa nel-
Pintervallo ]-2;+2[ e positiva all’esterno di tale intervallo,
ossiaper x<-2 U x>+2.

COMMENTO ALLA PROVA

Le tracce proposte nel tema d’esame di matematica del liceo
scientifico di ordinamento vertono su argomenti affrontati
abitualmente in un corso tradizionale non solo nell’ultimo
anno di studio, ma nell’intero quinquennio. Se si osservano
i quesiti, infatti, essi spaziano dall’uso delle percentuali (IV
quesito) e della similitudine affrontati nel primo biennio, alla
trigonometria (I quesito) e alla geometria analitica della
retta (II quesito) del secondo biennio.

La prova risulta alla portata dell’alunno medio liceale per
quanto concerne i contenuti, ma sembra anche voler andare
ad appurare Pappropriazione da parte dello studente dei si-
gnificati degli oggetti matematici coinvolti e la capacita di
creare relazioni fra i diversi ambiti della matematica. Questo
fatto & visibile in modo chiaro nel testo della prova quando
viene richiesto di motivare le affermazioni e le scelte adottate
o di giustificare le proprie assunzioni; ben 5 quesiti presen-
tano tale struttura di risoluzione completa solo se costituita
da passaggi integrati con la parte argomentativa. Interes-
sante & anche 'ultimo punto del secondo problema dove
viene chiesto non il calcolo dell'integrale, ma di spiegare il
perché siimposterebbe la soluzione in un determinato modo
piuttosto che in un altro.

Il focus della prova sono le competenze matematiche anche se
per la maggior parte non vengono applicate a situazioni
concrete o quotidiane. Le conoscenze e abilita singole ac-
quisite dallo studente gli sono state di supporto se egli & sem-
pre stato abituato a metterle le une a disposizione delle altre
e non a considerarle come isole a sé. Poche le domande sul
recupero della singola e specifica conoscenza mnemonica da
individuare nel bagaglio delle nozioni e da spendere ed uti-
lizzare in modo meccanico. Sono assenti anche calcoli o
procedimenti pedanti e macchinosi che avrebbero potuto
mettere in difficolta o far perdere la trama dell’esercizio allo
studente.

Interessante, nel primo problema, la richiesta di intuire/de-
durre il grafico della funzione integrale data la funzione
base. Questa analisi qualitativa (e poco quantitativa) da il
polso di quanto lo studente si sia appropriato dei contenuti
e di quanto li sappia spendere nelle diverse situazioni.

Da notare come, pur senza dichiararlo, siano presenti oggetti

presi dalla storia della matematica italiana; la funzione del se-
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condo problema infatti & una curva studiata da M.G.Agnesi
mentre il quinto quesito & preso dal libro Il “saper vedere” in
matematica di Bruno de Finetti del 1967.

E forse arrivato il momento, anche per la matematica, di la-
vorare per competenze? Questa prova sembra dare questo in-
dirizzo... Intanto pero gli studenti prediligono il secondo
problema (Tabella 1), optando per un esercizio piu standard
almeno ad una prima lettura. Nella prima richiesta infatti &
presente uno studio di funzione, argomento ampiamente
trattato nel quinto anno e nel quale essi si sentono abba-
stanza sicuri. Leggendo i punti successivi si capisce che il se-
condo problema ¢ pit1 articolato e intricato rispetto al primo,
ma con richieste alla portata di tutti. Un problema pii1 in-
novativo come il primo, viene scelto invece solo da un quarto
all'incirca dei ragazzi.

Resta per noi aperta la questione della valutazione® di una
prova cosi fatta, che verra affrontata successivamente.

Elisa Appiani, Francesca Baresi, Giulia Cavallari
Liceo scientifico paritario “G. Bonsignori’, Remedello (BS)

Maria Gaetana Agnesi (1718-1799).

3. A questo proposito & presente una proposta sul sito www.matmedia.it.
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