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ESAMI CONCLUSIVI —

Matematica

Liceo Scientifico
Fausto Minelli

Problema 1

1. L'area richiesta, nel caso riportato nella Fig. 1, & data diffe-
renza tra l’area del settore circolare AOB e quella del trian-

golo AOB. L'area del settore cir- Y
colare & pari a %rzx. II triangolo A

di vertici AOB ha base di lun- / S

ghezza r e altezza pari a r|sin x| \oJB X

L 1,y
e quindi la sua area e 5" Isin x1.

Nell'intervallo [0,7], dove sinx>0,
le aree vanno sottratte mentre in
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I MATEMATICA
CORSO DI ORDINAMENTO

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del
questionario.

PROBLEMA 1

E assegnato il settore circolare AOB di
raggio r e ampiezza x (r e x sono mi-
surati, rispettivamente, in metri e
radianti).

1. Si provi che l'area S compresa fra
I'arco e la corda AB € espressa, in fun-
zione di x, da S (x) = (x - sen x) con
x € [0, 24].

2. Si studi come varia S (x) e se ne disegni il grafico (avendo posto
r=1).

3. Si fissi I'area del settore AOB pari a 100 m”. Si trovi il valore di r
per il quale & minimo il perimetro di AOB e si esprima il corrispon-
dente valore di x in gradi sessagesimali (¢ sufficiente
I'approssimazione al grado).

o B

Il settore AOB ¢ la base di un solido W le cui

sezioni ottenute con piani ortogonali ad OB sono tutte quadrati. Si
calcoli il volume di W.

PROBLEMA 2
Nel piano riferito a coordinate cartesiane, ortogonali € monometri-
che, si tracci il grafico Gy della funzione

f(x) =log x (logaritmo naturale)
1. Sia A il punto d’intersezione con I'asse y della tangente a G;in un
suo punto P. Sia B il punto d’intersezione con l'asse y della parallela
per P all'asse x . Si dimostri che, qualsiasi sia P, il segmento AB ha
lunghezza costante. Vale la stessa proprieta per il grafico G, della fun-
zione g (x) = log, x con a reale positivo diverso da 1?7
2. Sia 3 Iinclinazione sull’'asse x della retta tangente a G, nel suo
punto di ascissa 1. Per quale valore della base a& & = 45°7
E per quale valore diged = 135°7
3. Sia D la regjone del primo quadrante delimitata dagli assi coordi-
nati, da Gy e dalla retta d’equazione y = 1. Si calcoli I'area di D.
4. Si calcoli il volume del solido generato da D nella rotazione com-
pleta attorno alla retta d’equazione x=—1 .

I 4.Sar=2 ex=Z.
3

QUESTIONARIO l

1. Si trovi la funzione f(x) la cui derivata & sen x e il cui grafico passa I
per il punto (0, 2).

2. Sono dati gli insiemi A={1, 2, 3, 4} e B={a, b, c}. Tra le possibili I
applicazioni (o funzioni) di Ain B, ce ne sono di suriettive? Di iniettive?

Di biiettive? I
3. Per quale o quali valori di k la curva d’equazione y = x + kx+ 3x-4 I
ha una sola tangente orizzontale?

4. “Esiste solo un poliedro regolare le cui facce sono esagoni”. Si dica I
se questa affermazione & vera o falsa e si fornisca una esauriente spie-
gazione della risposta. I

5. Si considerino le seguenti espressioni:
001 i
700
A quali di esse ¢ possibile attribuire un valore numerico? Si motivi la I
risposta.
x> +1
I

6. Si calcoli: lim
X—>-®

7. Si dimostri I'identita na_n ﬂ con ne k naturalie n>k.
k+1 k)k+1

8. Si provi che 'equazione:
X%+ 2009x+1=0
ha una sola radice compresa fra -1 e 0.

9. Nei “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove
scienze”, Galileo Galilei descri-

ve la costruzione di un solido

che chiama scodella conside- D
rando una semisfera di raggio r

e il cilindro ad essa circoscrit-

to. La scodella si ottiene

togliendo la semisfera dal cilin- Al e
dro.

Si dimostri, utilizzando il princi-

pio di Cavalieri, che la scodella

ha volume pari al cono di vertice V in figura.

(9}

,
' N B B B B B B B B B
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10. Si determini il periodo della funzione f(x) = cos 5x .

--------------------/
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S(x) e:

quello [r, 2x], dove
Vale quindi:

S(x)= % #* (x—segno(sin x)|sinx|) =

sinx = 0 vanno sommate.

r* (x—sinx)

N | =

2. La funzione da studiare ¢ la seguente:

S(x)= %rz (x—sinx).

a) Dominio della funzione: come da richiesta, lo studio va
effettuato solamente nell’intervallo [0, 27].

b) Zeri: per costruzione e S(x) = 0e S(x) = 0 solo per x = 0.
¢) Intersezione con asse delle ascisse in (0,0).

d) Positivita: funzione positiva in tutto il dominio.

e) Asintoti: non esistono nel dominio in cui é richiesto lo stu-
dio di funzione.
f) Crescenza e decrescenza della funzione. La derivata di

S'(x) =%r2 (1-cosx)

e 5'(x)=0 solo quando cos x =1 ossia per x = 0 e per x = 27 . Per
x=2r la funzione presenta un massimo. Quindi la funzione
& crescente nell’intervallo [0,2 7] e ha in (0,0) un punto a tan-
gente orizzontale (minimo assoluto) e in (27, 7) un massimo
assoluto.

g) La derivata seconda ¢ S "(0)=1 rsinx il cui segno e positi-
vo nell’intervallo (0,7), negativo nell’intervallo (r,27) e nullo
per x =0 e x = 7. La funzione € quindi convessa nell’interval-
lo (0,7) e concava nell'intervallo (7,27) ed ha un punto di
flesso in x = 7, di coordinate (7,7/2). La tangente nel punto
di flesso ha equazione:

1,
=~ (2x-7).
yzr(xn)

Si riporta nel seguito (v. Fig. 2) il grafico nel caso di r=1.
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(2
r2
P(r)zr(2+2—?]=2r+2—a=2r+@ .

r r r

Questa funzione ha asintoto verticale in r = 0 e tende a + o

per r » 0+ er — +c0. La derivata prima della funzione P,
er r>0), &: 2

(P ) P (r) _,_2a

2
7

il cui segno ¢ negativo nell’intervallo (| O,\/;=10), positivo nel-
l'intervallo (\/; =10,+ ) e nulloin r =\/;=10. Essa ha quindi
un unico minimo in 7=va =10m, che ¢ il valore cercato.
L’angolo corrispondente a tale valore di r si ottiene dalla
condizione imposta sull’area, essendo

che in gradi e pari a 9= % =114.6°.

4. Siano r = 2 e x = /3. Supponiamo che il lato OB appar-
tenga ad un asse generico s che, con y, costituisca un sistema
di riferimento cartesiano con origine in O. Il punto B ha per-
tanto coordinate (2,0) mentre l'altezza del triangolo AOB
rispetto alla base OB ha piede H di coordinate

(2cos%,0)=(1,0),

Indichiamo con (s,0) un generico punto del segmento OB, per
0= s= 2. Utilizzando il principio di Cavalieri, per calcolare
il volume V del solido, bastera determinare il valore dell’in-

tegrale: V= J.Area(Q(S))dS

dove Q(s) & la sezione quadrata del solido ortogonale al lato
OB, passante per il punto di coordinate (s, 0), appartenente
ad OB. Il lato di tale quadrato ha due espressioni distinte se
0= s= 1o 1= s= 2. Il segmento OA ¢ infatti parte della retta
di equazione
y=tan % s = \/g .S

quindi per 0=s= 1 il lato del quadrato Q(s) e V3s.

L’arco di cerchio AB (Fig. 3) sta nella circonferenza di equa-
zione s’ + 1 =4 e quindiper 1 = s =2illatodi Q(s) e v4-s>.
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3. Detto a = 100 m? il valore imposto dal testo per 1'area del
settore circolare, si ha lpyx=an perimetro P del settore e
composto da due ragg?l di lunghezza r e dall’arco di lun-
ghezza rx e quindi P = (2 + x).
Ottenendo x in funzione di r dalla condizione sull’area si ha:
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A Fig. 3
y

= e

Si puo pertanto determinare il volume richiesto come:
1

I 7)_8
V='([3szds+.1[(4—s2)ds=1+(4—§j=§ .

o
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Problema 2

In Fig. 4 é riportato il grafico della funzione:
f(x)=logx.
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1. La proprieta di costanza della lunghezza del tratto AB e
valida per qualsiasi a > 0 e diverso da 1 e quindi in partico-
lare anche per a = e. Infatti, la retta tangente alla funzione
log, x nel generico punto di ascissa x, ha equazione:

P ()

x[)
e quindi intercetta 1’asse y nel punto A = (0, log, x-log,e). 11
punto B ha coordinate (0, log, x, ). La distanza fra i due punti
e paria

y=log, x, +

AB = |(logﬂ x, —log, e)—log, x0| =|log, €|
che non dipende dal punto x,. In particolare per a = e si ottie-
ne 4B =1.
Il grafico della funzione y=Ilog, x con a>1 e rappresentato
nella Fig. 5.
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Fig. 5

2. Nel punto di ascissa 1 la retta tangente ha equazione
y=(x-1)log,e.

La pendenza e a 45° quando il coefficiente angolare e
tan 45°=1 e quindi per

log,e=1<a=e.
La pendenza e 135° quando il coefficiente angolare e
tan 135°= -1, e quindi per

log,e=-1<a=1/e.
3. 1l grafico Gy ha equazione y = log x 0, in modo equivalen-

—p—
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te ma pit idoneo ai fini del calcolo, x = ¢'. Invertendo, infat-
ti, gli assi coordinati I’area non cambia e quindi per il calco-
lo si puo effettuare 'integrazione con y come variabile indi-
pendente (v. Fig. 6). Essa & pari a:

1
Area=J.eydy=e—l.
0

15
1 //
0.5
0
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1 /
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U

Fig. 6

4. Occorre calcolare I'area della corona circolare di raggio
interno 1 e raggio esterno pari a e’+1.
Appare utile 1'utilizzo della formula di Pappo per il volume
dei solidi di rotazione. Trasliamo 'asse y a sinistra di una unita
(lasciando quindi inalterato il volume), considerando la nuova
variabile s = x + 1. L'equazione di G,in queste variabili e
x=e¢' o s=¢"+1.
Detta S la regione del piano sy delimitata dalle rette y = 1,
y =0, e dal grafico delle due funzioni fly) =e’ + 1 e g(y) =1,
il volume V ottenuto mediante la rotazione di S attorno
all’aslse s=0e paria:

V:!”(fz(y)—gz(y))'dyﬂ{((ey+1)2—1)'dy=n(§+26—§}

Il volume cercato, in altri termini, € dato dalla differenza
del solido ottenuto dalla rotazione della funzione s(y)
intorno al nuovo asse x ed il cilindro di raggio e altezza
unitario.

Commenti al testo

I due problemi proposti sono semplici e coerenti con il pro-
gramma. Gli stessi studenti li hanno trovati sufficientemen-
te agevoli e in linea con le attese.

La parte analitica, soprattutto relativa allo studio di funzio-
ne, ancora una volta &€ predominante rispetto a quella dedi-
cata al calcolo di integrali d’area o di volumi a partire dalla
funzione studiata.

La parte geometrica spesso richiede, anche se non in
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maniera esplicita come in altre occasioni, una visualizza-
zione grafica che puo costituire aiuto per lo studente
meno intuitivo. Dal disegno dei volumi o delle aree da
calcolare, lo studente infatti pud acquisire la competenza
e le tecniche di calcolo pitl adeguate e semplici per risol-
vere il problema.

Ancora una volta viene proposto un problema parametri-
co di minimo/massimo, in perfetta sintonia con una pras-
si ormai consolidata, purtroppo alquanto ripetitiva.
L’applicazione dei problemi di minimo e massimo ¢ infat-
ti ben pit vasta e variegata di quanto proposto dalle trac-
ce negli ultimi anni, che si limitano per I'appunto ad una
procedura di calcolo ormai standard, a partire dalla fun-
zione studiata, con l'inserimento di un parametro da
discutere.

Come per la traccia dello scorso anno, non & possibile certa-
mente affermare che trattasi di testi innovativi né tantome-
no originali.

I due problemi sono altresi molto simili tra loro nello svilup-
po e, soprattutto il secondo, non offre elementi da cui rileva-
re capacita critica e di calcolo dello studente.

La proposta di tracce in cui possa emergere la criticita dello
studente, nel senso di proporre soluzioni di calcolo pit1 effi-
caci e veloci, dovrebbe essere invece perseguita proprio per
premiare 'abilita e I'intuizione dello studente.

Quesiti

1. Le funzioni la cui derivata e sin x sono tutte e sole le fun-
zioni primitive della forma:

f(x)= Jsinxdx+c =—cosx+c
0

con ¢ una costante arbitraria. Imponendo, come fornito nel
testo, che f(0)=2 si ha che —1+c=2 e quindi ¢=3.
La funzione cercata & pertanto

f(x)=3—cosx.
2. Tra le funzioni suriettive, la seguente 1 — a, 2 — b,
3 > ce4 — ¢ loe Non possono esistere funzioni iniettive
da A a B perché questo implicherebbe che la cardinalita di B
sia maggiore o uguale a quella di A. Avendo A quattro ele-
menti mentre B solo tre, questo € impossibile (la cardinalita di
A ¢ 4 mentre quella di B & 3). Non esistono neanche funzioni
biiettive da A a B in quanto in particolare esse sarebbero
anche iniettive.
3. La curva rappresenta il grafico di un polinomio di terzo
grado. Essendo la funzione differenziabile, basta determina-
re il numero di zeri della derivata, e quindi risolvere:

y'=3x"+2kx+3=0.
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Questa equazione di secondo grado ha una sola soluzione
(due radici reali coincidenti) se e solo se il suo discriminan-
te e nullo, e questo significa che:

4k*=36=0 o k=13
che sono dunque i due unici valori cercati.
4. I’affermazione e falsa. Mostriamo che non esistono polie-
dri regolari le cui facce (identiche) siano esagoni.
Consideriamo un suo angolo diedro. In esso devono concor-
rere almeno tre facce. Tuttavia gli angoli di un esagono rego-
lare sono tutti uguali a 120° e quindi la somma degli (alme-
no) tre angoli concorrenti in uno spigolo € 360°, cioe 1’angolo
giro. Questo significa che le tre facce giacciono su uno stes-
so piano e non possono quindi appartenere ad un poliedro
convesso regolare.
Nel caso in cui 'affermazione sia equivalente a Esiste ed e
unico un poliedro regolare le cui facce sono esagoni allora
I'affermazione risulta falsa, in quanto non ne esiste alcuno.
5. L'unica espressione a cui ¢ attribuibile un valore numeri-
co e la seguente: 0

Z=0
1

Le altre espressioni sono scritture a cui é possibile di volta in
volta attribuire significati arbitrari e convenzionali che
dipendono dal contesto oppure da convenzioni di scrittura
esplicitamente enunciate. Sono pertanto considerate forme
indeterminate. In particolare, 0/0 dovrebbe essere unica-
mente determinato dalla condizione 0 = x-0 il che & chiara-
mente vero per ogni x, e quindi I'espressione & indetermina-
ta. L'espressione 1/0 invece & impossibile in quanto non esi-
ste alcun numero reale x per cui 1= x-0. Infine 0° non & defi-
nita per le proprieta delle potenze (per a>0), a’=1 e 0'=0
sarebbero in contraddizione. E tuttora oggetto di ampia
discussione nel panorama della ricerca matematica.

6. Si ha, raccogliendo x nella radice e estraendolo dalla stessa:

2
i+l b N+ L = lim— 1+ L =1,
X——e x X X—>—oo X

lim Y~
7. Basta applicare la definizione di coefficiente binomiale:
no\ n! _(n \n -k _ n! n—k
k1) (k1)) (n=k=1)! |k Jk+1 " k!(n—k)! k+1

essendo (n—k)!=(n—k-1)!(n-k) possiamo semplificare n—k>0
nella seconda espressione. Si ottiene pertanto:

(n\n—k_ n!

k)k+1 K\ (k+1)(n—k—1)!

X—y—o0 X

ed essendo anche k!(k+1)=(k+1)! Si ottiene 1’espressione di

)

8. Non potendo risolvere direttamente 1’'equazione, si deve
procedere studiando la funzione. Si osserva che la funzione
flx)=x* +2009x + 1 e continua e derivabile, assume il valo-
re 1 per x=0 e —2009 per x =—1. Il teorema degli zeri assicura
quindi I’esistenza di una soluzione.

Per mostrare 'unicita utilizziamo il teorema di Rolle. Se vi

o
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fossero due zeri interni all’intervallo (-1,0) la derivata si
annullerebbe. Tuttavia la derivata di f e sempre positiva:
f(x) = 2009 x™ +2009 = 2009 > 0 (essendo 2008 una poten-
za pari). La funzione f e strettamente crescente in tutta la
retta reale.
9. Si faccia riferimento alla figura del testo. Si deve mostrare
che per ogni piano orizzontale le sezioni delle due figure
con il piano hanno medesima area. Sia dunque r il raggio
della sfera e i un numero soddisfacente 0 = h= r.
Il piano ad altezza h taglia il cono in un cerchio di raggio
r — h e quindi di area:
x(r —h)*

Lo stesso piano taglia la scodella in una corona circolare, il
cui raggio esterno € r e di cui vogliamo calcolare il raggio
interno 7. A questo scopo basta ridursi a un problema pla-
nare: il cerchio ottenuto sezionando con un piano verticale
fornito di coordinate cartesiane xOy ha equazione:

X+ r-y)r=r
e quindi il raggio interno r si ottiene risolvendo rispetto ad
x I'equazione con y = h, ottenendo:

=41 —(r—h)z.

L’area della corona circolare e data dalla differenza
m* — mr = m (r-h)’, ed & quindi uguale a quella della sezio-
ne ad altezza h del cono.
10. Il periodo di una funzione e definito come il minimo
numero (se esiste) T per cui e verificato che

f(x) = fix+T ) per ogni x reale.
Poiché cos(5x)=cos(5x+2r)= cos[S (x+27 /5)] e quindi

f(x)=f(x+2rn/5),

si ha immediatamente che T =2 /5.

Commento ai quesiti

I quesiti proposti nella prova d’esame sono abbastanza vari
e articolati e, come piut volte sottolineato, richiedono
I'applicazione di conoscenze e abilita riguardanti argomenti
svolti nell’intero ciclo quinquennale del liceo.

Vengono posti in modo chiaro e conciso.

I quesiti 1, 3, 6 e 10 sono molto semplici e risolvibili in pochi
passaggi matematici. Sono di fatto funzionali alla verifica
delle abilita minime dello studente.

Buona l'idea di proporre Galileo attraverso una delle sue
innumerevoli dimostrazioni di applicazione pragmatica
della matematica, con il quesito 9. Di fatto viene fornito un
aiuto determinante, al fine della risoluzione, riferito al prin-
cipio di Cavalieri.

I1 quesito 7 potrebbe essere risultato ostico per molti studen-
ti che non hanno affrontato nel corso di studi le proprieta dei
coefficienti binomiali.

Il quesito 5 risulta semplice una volta richiamata la teoria
dei limiti, anche se meno intuitive e pil articolate possono
essere le motivazioni da apportare a supporto del valore for-
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nito, il che & aspetto squisitamente teorico che puod mettere
in luce abilita specifiche.

I quesiti 2 e 4 vanno a toccare conoscenze non dell’ultimo
anno, anche se non risultano particolarmente ostici una
volta noti i concetti di funzione suriettiva e di diedro.
Infine, il quesito 8 risulta agevole anche se va supportato da
conoscenze teoriche di livello medio.

In prospettiva

Come gia sottolineato in precedenza, 'esame di Stato cosi
come organizzato risulta consolidato nella sua struttura, con
richieste che spesso appiattiscono il livello culturale dello
studente non rendendo individuabile il percorso diversifica-
to degli studenti a livello di profondita e comprensione dei
singoli argomenti.

Un testo pil1 articolato, e soprattutto con richieste piu diffe-
renziate che mettano in luce gli effettivi valori e livelli di
preparazione degli studenti, sarebbe anche di stimolo per
l'istituto scolastico, teso ad un approfondimento ed a un
miglioramento dell’offerta didattica e formativa.

Per quel che concerne gli studenti, 1’esperienza di questi
ultimi anni consiglia una forte preparazione sugli studi di
funzione, argomento principe dell’ultimo anno di didatti-
ca, con spesso calcolo di aree e volumi con 1'utilizzo di
integrali.

Lo studio di funzione va preparato in maniera dettagliata,
analitica e scrupolosa, e si consiglia di eseguirlo per punti,
occupandosi del dominio, delle intersezioni con gli assi, dei
limiti, degli eventuali asintoti, del segno della funzione, dei
massimi e minimi e dei punti di flesso. Tale studio non deve
essere puramente astratto: spesso infatti le funzioni propo-
ste sono piccole variazioni di curve fondamentali che lo stu-
dente deve saper riconoscere e disegnare in maniera imme-
diata grazie al backgorund di conoscenze acquisite durante il
corso di studi. Lo studente brillante conosce quindi
I’'andamento qualitativo della funzione, nella maggioranza
dei casi, prima ancora di ricorrere allo studio dettagliato
della stessa.

Si consiglia pertanto allo studente di ipotizzare un anda-
mento qualitativo, ove possibile e fattibile, in maniera da
guidare lo studio analitico della funzione per ovviare ad
errori macroscopici che spesso si verificano per disattenzio-
ni o banali errori di calcolo.

Fausto Minelli
Universita degli Studi - Brescia
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