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letterale e quant'altro non puo non chiedersi

Ma I'Algebra della scuola superiore non & gia astratta?

In effetti, leggendo una cosa di questo tipo

a* +a°b? + b* = (a® + ab+ b*)(a® — ab + b?)

si ha proprio la sensazione che sia vero.
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L'idea di “buttare” due numeri in pasto ad un’operazione & quasi giusta:
essa pero lascia il dubbio se I'ordine con i quali si buttano sia importante.
In effetti, anche in cucina I'ordine & importante: non & la stessa cosa
cuocere prima la pasta e poi aggiungere |'acqua bollente, rispetto a far
bollire I'acqua e poi buttarci la pasta.

L'idea del pentolone richiama, in altre parole, una operazione
commutativa, nella quale I'ordine degli oggetti con cui operare non conta.
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in effetti S & un po’ la rotazione contraria di S. Pero, rispetto all'algebra
ordinaria, qui succede che

R+R+R=0

(e anche, se provate, S+ S + S = 0), senza che R sia zerol.

In questa nuova operazione di somma (sequenza di rotazioni) conta
I'ordine? Vediamo.

0+ R e 0+ S danno ovviamente R ed S rispettivamente, e quindi sono
ugualia R+0e S+ 0. C& poco da fare: potrebbe solo essere S + R ad
essere diverso da R + S. Vediamo:
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Come vedete, si ottiene il risultato ruotando il cartello “normale” attorno
all’asse inclinato di 60° come indicato in figura.
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Questa operazione, se provate, & la stessa che fare prima S e poi F, ciog¢
eS+F:
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Stavolta viene un risultato diverso! F + S5 & G e non é ugualea S + F
che era H!. Dunque, se includiamo anche i tre scambi rispetto ai tre assi
di simmetria, otteniamo una operazione non commutativa.
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Non c'é bisogno di un disegno per rendersi conto del fatto che

F+F=0, G+G=0, H+H=0

perché quando si ribalta il cartello due volte (rispetto allo stesso asse) si
ritorna all'inizio.

Meno facile & capire cosa faccia F + G, oppure G + H, oppure F + H.
Facciamone uno:
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Quindi F + G = S. In maniera analoga, con la figura, si vede che
G+H=S
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e anche che F+ H=R:
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G+H=S

e anche che F + H = R:

F H-
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Giusto! (In effetti la proprieta associativa é vera, ma lunghissima da
verificare, ed & sempre vera per rotazioni, riflessioni o affini).
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La tabellina si usa pero cosi: si legge prima il primo elemento della riga e
poi quello della colonna, e nell’incrocio delle due c'¢ il risultato:

F

S H

S+F=H

Questo & importante perché non vale la proprieta commutativa e quindi
S + F potrebbe essere (e di fatto &) diverso da F + S.




Un esempio: S3

Noi conosciamo gia come si comportano fra loro i primi tre, cioe R, S e
0. Abbiamo visto che per loro la nostra “somma” & commutativa e che
R+S5=0,R+R=S5,5+S =R, mentre sommando 0 non cambia
nulla. Dunque abbiamo gia qualcosa:




Un esempio: S3

Noi conosciamo gia come si comportano fra loro i primi tre, cioe R, S e
0. Abbiamo visto che per loro la nostra “somma” & commutativa e che
R+S5=0,R+R=S5,5+S =R, mentre sommando 0 non cambia
nulla. Dunque abbiamo gia qualcosa:

R
S
0
R

wn ool nm
oW X o

T O Moln o




Un esempio: S3

Poi c'e lo zero: sappiamo che non far nulla non cambia I'azione fatta, per
cui0+F=F, 0+ G =G, eanche H+ 0= H, ecc. quindi andiamo
avanti:




Un esempio: S3

Poi c'e lo zero: sappiamo che non far nulla non cambia I'azione fatta, per
cui0+F=F, 0+ G =G, eanche H+ 0= H, ecc. quindi andiamo
avanti:

X o|ln o
wn 0 oln

T O Tjo|lwn X
T O|Molwm oo
l
(2}

T




Un esempio: S3

Poi sappiamo che F+ F =0,G + G =0,H + H = 0 e abbiamo visto
prima che




Un esempio: S3

Poi sappiamo che F+ F =0,G + G =0,H + H = 0 e abbiamo visto
prima che

R+F=G,S+F=H F+S=G, F+G=S,G+H=S,F+H=R




Un esempio: S3

Poi sappiamo che F+ F =0,G + G =0,H + H = 0 e abbiamo visto
prima che

R+F=G,S+F=H F+S=G, F+G=S,G+H=S,F+H=R

€ possiamo continuare:




Un esempio: S3

Poi sappiamo che F+ F =0,G + G =0,H + H = 0 e abbiamo visto
prima che

R+F=G,S+F=H F+S=G, F+G=S,G+H=S,F+H=R

€ possiamo continuare:

R|S|0|F|G|H
R[S[0[R|G
S[O|R|S[H
0[R[S|[O0[F|G|H
F G[F[O0[S[R
G G 0
H H 0




Un esempio: S3

Come vedete, ne mancano ancora un po'. | restanti, pero, si possono
ricavare tutti da quello che sappiamo e dalla proprieta associativa (non
da quella commutativa).




Un esempio: S3

Come vedete, ne mancano ancora un po'. | restanti, pero, si possono
ricavare tutti da quello che sappiamo e dalla proprieta associativa (non
da quella commutativa).

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0




Un esempio: S3

Come vedete, ne mancano ancora un po'. | restanti, pero, si possono
ricavare tutti da quello che sappiamo e dalla proprieta associativa (non
da quella commutativa).

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

Proviamo a fare ad esempio G + H.




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H=




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H= (R+F)+H=
——
G




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H=(R+F)+H=R+(F+H)
N—_——
G




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H=(R+F)+H=R+(F+H)
N—_——
G

dove abbiamo usato la proprieta associativa.




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H=(R+F)+H=R+(F+H)
N—_——
G

dove abbiamo usato la proprieta associativa. Adesso sappiamo che
F+ H=R, per cui




Un esempio: S3

R|S|O0O|F|G|H
R|S|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0
H H 0

G & uguale a R+ F, per cui

G+H=(R+F)+H=R+(F+H)
——
G
dove abbiamo usato la proprieta associativa. Adesso sappiamo che

F+ H=R, per cui

G+H=R+R=S.




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo.




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi

F+R=F+F+H=
——
R




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi

F+R=F+F+H=F+(F+H)=
N——
R




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi

F+R=F+F+H=F+(F+H)=(F+F)+H.
N——
R




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi

F+R=F+F+H=F+(F+H)=(F+F)+H.
N——
R

Siccome F + F = 0, possiamo proseguire:




Un esempio: S3

R|{S|0|F|G|H
RIS|0|R|G
S|0|R|S|H
O|R|S|]O|F|G|H
F GIF|O0|S|R
G G 0|S
H H 0

Facciamo ancora F + R e lasciamo a voi gli altri, che si fanno allo stesso
modo. Dalla tabellina vediamo che R = F + H e quindi

F+R=F+F+H=F+(F+H)=(F+F)+H.
N——
R

Siccome F + F = 0, possiamo proseguire:

F+R=(F+F)+H=0+H=H.




Un esempio: S3

IT|olo|lwnl o
[21K%]s k=1
OoOlmM IO

T oOlMo|lwn o

T O Mfo|lwn o
oln o

oW I




Un esempio: S3

Con un po’' di pazienza, & possibile completare tutte le operazioni a due a
due e riassumerle nella tabellina finale:




Un esempio: S3

Con un po’' di pazienza, & possibile completare tutte le operazioni a due a
due e riassumerle nella tabellina finale:

Tl oM o|wn o+
O|MI| o o|ln =X
T I O n D o|lwn
IO Molwn o
0N X o MI|Io ™
D ownolmIion
oW XD IO M I




Un esempio: S3

Con un po’' di pazienza, & possibile completare tutte le operazioni a due a
due e riassumerle nella tabellina finale:

Tl oM o|wn o+
O|MI| o o|ln =X
T I O n D o|lwn
IO Molwn o
0N X o MI|Io ™
D ownolmIion
oW XD IO M I

Vediamo adesso cosa possiamo dedurre dalla tabellina.
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e C'e un elemento (lo zero) che ha la riga e la colonna identiche a
quelle rosse; questo vuol dire che

0+X=X+0 qualunque sia X.

@ In ogni riga e in ogni colonna c'¢é lo zero, e ce n'é uno solo; questo
significa che per ogni elemento X ce n'e uno solo che sommato a lui
da zero: & |I'opposto di X.

Per esempio, come avevamo gia visto, I'opposto di R & S, mentre
I'opposto di F & sempre F. Per trovare |'opposto di un elemento basta
cercare nella riga o nella colonna I'elemento che corrisponde allo zero.
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Definizione

Un gruppo ¢ costituito da:
o degli elementi sui quali si opera;
@ una operazione binaria sugli elementi con le seguenti proprieta:

@ deve essere interna: |'operazione su due elementi del gruppo deve
produrre un elemento del gruppo;

@ deve avere la proprieta associativa;

© deve esistere un elemento, detto elemento neutro, che si comporta
come lo zero dell’addizione, ossia non cambia il primo o il secondo
operando;

@ ogni elemento deve avere un opposto (o inverso), cioé un elemento
che “operato” col primo dia I'elemento neutro.
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allora la rotazione R corrisponde a cambiare le lettere in questo senso:

/‘IZQ‘\A

B C C A

La lettera B prende il posto della A, la C della Bela Adella C, esi

ABC
BCA

o pill semplicemente (BCA) perché tanto la riga superiore & sempre ABC.

scrive cosi:
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Per esempio, quindi, la F, che corrisponde a scambiare le lettere dalla
base, sarebbe (ACB) con questa notazione.

Quindi R + F si scriverebbe (BCA) + (ACB) e significa perd che A
diventa B nella prima operazione, poi resta fisso perché la seconda si
intende partita di nuovo da (ABC) e quindi B resta B, mentre B diventa
C e poi torna B perché la seconda scambia le due ultime lettere.

Infine C va in A e poi torna in C, quindi il triangolo finale & BAC, ossia
(BAC) che corrisponde all'aver scambiato A e B, che & |'operazione G.

B Q7,> B
F

A TN
VANWAN

E' come aver scambiato A e B
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| gruppi sono conosciuti in Matematica da piu di 200 anni ormai e si
incontrano in numerosissime occasioni.

Il gruppo che abbiamo qui incontrato si chiama gruppo simmetrico su 3
elementi (dal fatto che si hanno 3 vertici del triangolo) e si indica con Ss.
Il nome “simmetrico” deriva invece dal fatto che & un gruppo di
simmetrie: infatti un triangolo equilatero resta sempre un triangolo
equilatero se si applica una qualunque delle trasformazioni
R,5,0,F,G,H.

Non & un gruppo tanto semplice: ve ne sono di piu piccoli, pero & il piu
piccolo che non & commutativo.

Esso & tuttavia molto importante perché esiste una applicazione molto
comune di questo gruppo. Guardate:
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Un esempio: S3

La cosa interessante & che se prendiamo questo reticolo e lo ruotiamo
secondo uno qualunque degli elementi del gruppo S3, cioe
R,S,0,F, G, H, esso non cambia: rimane identico.

Questo fatto & fondamentale per descrivere le proprieta del ghiaccio: ogni
tentativo di capire come il ghiaccio si comporta quando & compresso,
dilatato o soggetto a qualche sforzo deve “fare i conti” con il gruppo S3
(e anche con altri gruppi pit complicati).
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Come si vede, se si cambia 0 in P e F in D, si ottiene la stessa tabella.




Questa situazione si chiama isomorfismo




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo.




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo. Come abbiamo detto, si
puo dimostrare che gruppi con 2,3,4,5 elementi sono tutti commutativi.




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo. Come abbiamo detto, si
puo dimostrare che gruppi con 2,3,4,5 elementi sono tutti commutativi.
Si pud dimostrare anche che i gruppi con due elementi, come S;, sono
tutti isomorfi:




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo. Come abbiamo detto, si
puo dimostrare che gruppi con 2,3,4,5 elementi sono tutti commutativi.
Si pud dimostrare anche che i gruppi con due elementi, come S;, sono
tutti isomorfi: non c’e¢ modo di inventare una tabella diversa (a parte
cambiare i nomi alle lettere) che rispetti tutte le proprieta di gruppo.




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo. Come abbiamo detto, si
puo dimostrare che gruppi con 2,3,4,5 elementi sono tutti commutativi.
Si pud dimostrare anche che i gruppi con due elementi, come S;, sono
tutti isomorfi: non c’e¢ modo di inventare una tabella diversa (a parte
cambiare i nomi alle lettere) che rispetti tutte le proprieta di gruppo.
Anche i gruppi con 3 elementi sono tutti isomorfi. E uno I'abbiamo gia
visto, senza accorgercene.




Questa situazione si chiama isomorfismo (da una parola greca che
significa ‘stessa forma’).

Due gruppi isomorfi si comportano “allo stesso modo”, anche se, come
abbiamo visto, si riferiscono a situazioni molto diverse.

Il gruppo che abbiamo visto, S, & commutativo. Come abbiamo detto, si
puo dimostrare che gruppi con 2,3,4,5 elementi sono tutti commutativi.
Si pud dimostrare anche che i gruppi con due elementi, come S;, sono
tutti isomorfi: non c’e¢ modo di inventare una tabella diversa (a parte
cambiare i nomi alle lettere) che rispetti tutte le proprieta di gruppo.
Anche i gruppi con 3 elementi sono tutti isomorfi. E uno I'abbiamo gia
visto, senza accorgercene.

Riprendiamo la tabella di S5 ed evidenziamo alcuni elementi:
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rotazione di 120° (R), quella di 240° (S) e quella nulla (0).
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Come si puo vedere, la parte blu &€ “autonoma”: non contiene F, G o H,
ma solo R, S e 0. E si puo verificare che & un gruppo anche lui, che si
indica con Az o Gs.

Questo gruppo corrisponde alle rotazioni del cartello triangolare: la
rotazione di 120° (R), quella di 240° (S) e quella nulla (0). E anch’esso
commutativo.

Quando si ha una situazione come questa, con un gruppo dentro un altro
gruppo, si parla di sottogruppo.
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Il gruppo Az ha infine un'altra particolarita che abbiamo visto senza
rendercene conto: se si parte da R e si continua a sommare R, si
ottengono tutti gli elementi di As. Infatti R+ R=Se R+ R+ R =0,
cosa che avevamo visto prima.

Un gruppo fatto cosi si dice ciclico, perché continuando a sommare R
(che si chiama generatore) si continua a girare in tondo (esattamente
come si gira in tondo ruotando tante volte un triangolo equilatero). Per
questo a volte lo si indica con Gs.

Esistono altri gruppi con 3 elementi? No, e possiamo vedere perché,
come approfondimento.
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Adesso, dato che ogni elemento deve avere un opposto, dobbiamo
mettere uno zero nella prima riga, quindiad A+ Ao ad A+ B.
Proviamo a metterlo ad A+ A. Quindi A+ A=0ed A & 'opposto di A.
Allora B non puo essere |'opposto di A perché c’e gia A, e quindi A+ B
non puo fare 0, altrimenti anche B sarebbe |'opposto di A. Allora A+ B
fa A oppure B.
Ma allora

(A+A)+B=0+B=8B

e, se I'operazione deve avere la proprieta associativa lo stesso deve venire
da

A+ (A+ B).
Ora, se A+ B = A viene

A+(A+B)=A+A=0
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Adesso infine A+ A puo fare A o B. Se facesse A, avremmo
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mentre
A+(A+B)=A+0=A
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e se la confrontiamo con Az vediamo che & la stessa:
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e se la confrontiamo con Az vediamo che & la stessa:
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se al posto di A scriviamo R e al posto di B scriviamo S. Dunque ogni
gruppo con 3 elementi & isomorfo a Cs.
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(nell’'esempio R) tale che continuando a sommare multipli di esso si
trovano tutti gli elementi del gruppo.
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Il gruppo As, quello, lo ricordiamo, delle rotazioni del triangolo equilatero
(R, S,0), & un gruppo ciclico: significa che esiste un elemento
(nell’'esempio R) tale che continuando a sommare multipli di esso si
trovano tutti gli elementi del gruppo.

Anche S, ¢& ciclico: siccome D + D = P e i soli elementi sono D e P
(quest'ultimo & I'elemento neutro), i multipli di D generano tutti gli
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Esistono gruppi ciclici con un numero qualunque di elementi. Basta
prendere un poligono di n lati e considerare la rotazione di 360/n gradi,
(nel caso n = 3 vengono i 120° di R), con tutti i suoi multipli. Ne escono
n elementi che formano un gruppo.

Prima di vedere perché, perdo, cambiamo la notazione. Invece di scrivere
R + R + R, scriviamo R3, come si fa di solito.

Prendiamo un poligono di 12 lati, tanto per fare un esempio non banale.
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Gruppi ciclici

Consideriamo la rotazione R di 360/12 = 30 gradi in senso orario:

, €CC.

Se la applichiamo 2,3,4,... fino a 12 volte, troviamo rotazioni di

60°,90°,120°, ... fino a 360°, che & 0 perché il poligono si ritrova al

punto di partenza.
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Questi elementi (le “potenze” di R) formano un gruppo? Si, vediamo
rapidamente perché.

Prima di tutto, va detto che per delle trasformazioni, come queste
rotazioni, la proprieta associativa & sempre verificata e non staremo a
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Vi sono pero dei gruppi che non sono ciclici. S3 € uno di questi, perché
né gli scambi di lettere come F, G, H né R o S riescono a generare tutti e
6 gli elementi del gruppo.

S3 non & pero il pit piccolo gruppo non ciclico.

Vediamo infine di che gruppo si tratta, ritornando ad usare i segnali
stradali.
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La cosa piu lunga da verificare & che questo & un gruppo. Si chiama
gruppo di Klein in onore del matematico F. Klein. Torniamo alla notazione
col +, alla quale siamo piu abituati.

Proviamo a vedere cosa fa S + L:

Dunque S+ L = F. Poi ovwiamente S+ S=0, F+F=0,L+L=0e
F+0=F,$4+40=S5, L+0=L, cioé ogni elemento & |'opposto di se
stesso.
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Per vedere cosa fa S + F, ecco la figura:

S

D

Dunque S + F = L. Per calcolare F + L possiamo ricorrere
all’associativita. Abbiamo

F+L=(S+L)+L=S+(L+L)=540=S

in quanto sappiamo giache S+ L=Fe L+ L =0.
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Infine, da quello che sappiamo finora

F+S=F+(F+L)=(F+F)+L=0+L=L=S+F
——
S

L+F=(S+F)+F=S+(F+F)=S+0=S=F+L

e infine

Dunque la nostra operazione & anche commutativa. Ecco la sua tabella
completa:

ol M| wn| 4+
0 mirlolwn
Ml o|rm
—olwm mir
ol mwmo
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chiaro dai cartelli, alle simmetrie del quadrato.
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di 90°. Potremmo anche scrivere la tabella di G, (fatelo per esercizio),
ma & piu furbo ragionare cosi: se i due gruppi fossero isomorfi, si
comporterebbero in tutto e per tutto allo stesso modo, a parte il
cambiare i nomi degli elementi.

Il gruppo (4 € ciclico e la rotazione di 90° riproduce tutti gli altri
elementi. Invece questo per il gruppo V non accade. | “multipli”
successivi degli elementi di V' non generano tutti gli elementi.

Infatti S + S da zero, cosi come F+ F e L+ L, e dunque V non & ciclico.
Si pud mostrare che non ci sono, a meno di un isomorfismo, ossia di un
semplice cambio di lettere, altri gruppi con 4 elementi.
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elementi, circa 10°*.
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esistono infiniti angoli di rotazione possibili, questi elementi sono infiniti e
formano un gruppo.

Anche le traslazioni formano un gruppo infinito, perché la quantita con la
quale si trasla pud essere un qualsiasi numero.

Infine, gli stessi numeri formano spesso gruppi infiniti. L'insieme dei
numeri interi relativi & un gruppo rispetto all’addizione, cosi come lo sono
i numeri razionali e i reali.

Si tratta quindi di strutture decisamente onnipresenti nella Matematica.
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